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第 一 部 分 НЫШЫ: 


第 一 章 e 理 i 


HARENA Dirichlet 问题 的 可 解 性 是 本 书 的 中 心 课 А 
之 一 ，Sobolev 空间 的 引进 《参看 附录 1 为 这 一 研究 提供 了 有 效 的 
途径 .应 用 Sobolev 空间 ,我 们 可 以 在 更 广泛 的 函 娄 类 中 全 求 问题 
的 解 ,这 就 使 得 可 解 性 问题 变 得 容易 得 多 了 .这 种 解 往往 称 为 “高 
解 " 或 “广义 解 "。 当 然 ， 为 了 得 到 古典 解 的 存在 性 ,我 们 必须 研 究 
ЗЕ ЕРОС ВЕ, 这 就 是 所 谓 弱 解 的 正则 性 问题 。 在 本 章 $4 与 下 一 
章 , 我们 将 会 妊 到 研究 这 一 问题 的 一 些 基 本 方法 。 


$ 1. Lax-Milgram 定理 


WHEN Hilbert Z, H' Ф АОВ [Ы H5 HÀ 的 对 
BRAC). | | 

ENLI t a(w,v)》 是 Hilbert SAH ЗЕЯ, 

G) aCe) 称 为 有 界 的 ,如 果 存 在 M> 0 使 得 


la(s. e)! s M lulullelas Ysw € H, (11) 
Gi) аби,» у 称 为 强制 的 ,如 紧 存 在 s 220 使 得 
аии) ze ollel, Vs € H. (1.25 


EH 1.1 (Lax-Milgram EM), Ж a(o EH LAA A 
强制 双 钱 竹 型 , 则 对 于 任意 fed. FEER seH, ME 
a(s,s) = (f,v), Vv € H (1.3) 


具有 合计 


TEE 5 IA (1.4) 


ЧЕЗ. 25 HUB, TEER «€ H, alus) ЖН ЕВН 界 
线性 泛 函 ,存在 唯一 的 Au € Н" ,使 得 
a(u,v) = (Au,v), Ve € H (1.5) 
{Ан ne OM шн» 
Ж ЭЛЕШ И ВЕНУ, FR. 多 由 强制 条 性 知 
lAs ila Па 22 oC 2 6|=l|5, 


BH 


因此 
laula > lela (1.6) 


RH OC 存在， 我 们 将 证 明 4 的 值 域 RCO = H, US üE HH 
RCA) р. Au, => s ,H1(1.6) 


|z, — и. m =< + [Asin -— Au, lur э 


因此 н, ЖНА]. НЫЕ Е, ИЗ нєн, X 
出 4 的 连续 竹 。 必 有 AWW 一 A#， 因 此 s = Aue RCA), ЕНА 
RCA) ER 的 闭 子 空间 。 如 果 КСА) зе Н, ЛЕЛЕ Ж ЕНЕ, A 
存在 w € H', e >° O Н о, | КЕ(А), ННН, КАТЕ e € H 
fS Се, « Эн 一 Ç ^ TP 应 用 强制 性 ， 
0 (vA = (As ey 22 Sleg > 0. 

BFAR Rd 一 下 ,因此 必 存 在 唯一 的 * 适合 Au 一 1; 由 
(1.5) 5 (1.6) Yz BD 339 (1.3) 551.4), 


$ 2. 椭 加 型 方程 的 弱 解 


iQ B" 的 有 界 开 区 域 ,为 简单 起 见 ,我 们 总 假定 s> 3. 
RERI E O LAERE PRANE 
Lu =< —Dij(a"D;u + du) + (Din t cu) = Í + Dif. 
(2.1) 
上 涉及 以 下 各 处 都 遵照 求 和 约定 ， 对 重复 肢 标 i,i 将 从 1 至 # 求 


和 ,Di - 2, 对 于 算 子 工 ,本 章 总 做 如 下 的 假定 ; 


22 


ali cL"(Q), 
又 存在 正常 数 1,4 使 得 
UJEP а(х) ЛЕ, VEER*, rEg, (1.2) 


$e >) ло 十 dept < A. (2.3) 


FEARI Sobolev 空间 WCO) = HO), HF saw 

e€ H'(Q), RME 
a(u, v) = j. {Ce D;u + diu) Die 
+ (Diu -+ cu)el dz, 

在 引 理 21 的 证 明 过 程 中 我 们 将 看 到 上 面 的 各 项 积分 是 有 意 S 
ВУ. 

XX Ll. wp TeHU() (HCO) ВУ 25 BD, z€ 
H'(Q),3k s € H'(Q) Xj Dirichlet 问题 | 


Lu = T, # 0p. 
| ng ao t G4 
的 弱 解 ,如 果 = 满足 
a(u., v) = Те), k e Hi, 
енко), (2.5) 


引 理 2.1, EE LERA IER EEQL2),0.3), 05 R" 的 有 界 
开 区 域 , 则 аби») 为 НСО) 上 的 有 界 双 线性 型 。 


证 明 。 利 用 Hilder 不 等 式 与 条 件 C2.2), 可 得 
||, pmpivar| < Айн olla os 


应 用 Holder FFA (2.3) S TELA SERE RTE 


|, dia Dis d z| = >) ено |а со Ои асо 


і 


=< CAlsll 


ніс) izli нид? 


(| cutpdx 
о 


Пе a 


= jel s gu! > 
Lo  L'iue uu» 


: "sil ЕН 
= C AT oe Л ш, 


其 中 2*——2”_,с 只 依 下 于 s. 余下 的 项 可 类 似 估计 ， 平 是 我 


п 


们 有 
аби, < САМА, „оа (16) 
附注 。 对 于 固定 的 seH), аби, +) wE НСО) 上 的 有 
界线 性 泛 函 。 关 似 于 定理 L1 的 证 明 ， 存 在 有 界线 性 算 子 Ё: 
H'(0)—H'(0), E 
alus) = (Lu,v), VucH'(Q), veHi(Q), (2,7) 
以 后 对 算 子 L 与 (21) 给 出 的 形式 微分 算 子 工 我 们 将 不 加 以 区 
4. . mE m 
5138 2， 设 工 的 系数 满足 条 件 (2.2), (2.3),0 ая 
域 ， 则 存在 a> 0 ,使 得 当 a m B В, luso) 十 а(н) 在 
НКО) 上 是 强制 的 ,其 中 C+ Duo, 表示 LO) WAR. 
为 此 我 们 需要 如 下 的 事实 : fe ТРОО), Е 是 任意 固定 的 正 
数 , 则 了 存在 分 解 : J— h + h. EB 
lallus < es suplÁGe | « K(s). (2.8) 


ARAR h 是 如 下 形式 的 函数 : | 
AG) _ (o 38 C) I < K 时 ， 


0, HI 2 K hi, 
ZS JSE K ЖД X RU ө], 
引 理 2.289] 8B. 如 上 所 述 ， 对 于 任意 给 定 的 < > 0,}ЕЙГЕ 
AY WE: 
bi = b + by, di= dl + di, є = a + су» 
使 得 | | 
DBs lcs + Biei lati + Цела < ë, Е 
221161 шо + Zld Пасау + е со s К(в), 
а | 
а(к,р) = lo [Ca? D;u + di u) Die 


+ á + 


+ (bi Diu A сн), 

ai(u.,v) == аби.) — аир), 
应 用 下 定性 条 件 (42.1》 和 次 慨 于 引 理 2.1 的 计算 ,容易 得 到 
an, o = (41 — Св)! | 


RERE e 使 得 Ce 一 + 1。 进一步 估计 


Hy" 


Габи,ю) < ска) || S) Dimi lulde + | lulas] 
< | (paltas + C (£g 4 ke) 


х Í [аах 

g 

综合 上 述 估计 ,我 们 有 | 
uo) > ul, — c (EX Кв) 十 Ke) lato: 


ш u-c (E& + KCE) Bp AER. 


应 用 Lax-Milgram EA, RITI БИЕ ЖЕ ROW Tete bk EM, 
定理 2.3, b LARW E (2.2. (2.3), Q & f Sobolev RA 
ERHARD, TeHUQO), gem(Q0), ШАЛЕ A0 
使 得 当 aln 时 , 非 齐 次 Dirichlet 问题 
Lu + рие Т, 
L ge HXO) (2.9) 
存在 唯一 的 弱 解 . 
证 明 ， 由 弱 解 的 定义 ,与 问题 (2.9》 相 应 的 双 线 姓 型 汶 а(н, 
v) + PERDI tale Su SE # WE . 
P a(u,v) T pr; eh = T TM Мр € Hi(0), 
и — g EHO), 
ЖН Cuo helus) WES w = и — ТЯ 10085 £n 
于 寻求 =e H,( Q), 使 其 满足 


(2.10) 


аю sp) + ner) = (Тв) — alen) — n me 
Ve eHO), (2.11) 
HEIE 2.1 5 2,2,4 a Z= R |] абе, e) + alw, c 是 НӘ) 
上 的 有 界 强制 双 线 性 型 ,不 难 验证 (Тә) аСк,0)— uero 是 
HKO) 上 的 连续 线性 兴国 。 由 Lax-Milgram 定理 方程 (2.11) 存 
在 唯一 的 解 < € HO), # — s + g 即 为 问题 (2.9) 的 弱 解 ， 


$ 3. Fredholm 二 择 一 定理 


Fredholm 二 择 一 定理 在 Banach 空间 的 表述 和 如下: 

定理 34，。 设 了 是 赋 范 线性 空间 ，4:F — V 是 一 紧 线 性 算 
子 , 了 上 荐 了 的 桓 同 算 子 , 则 只 有 了 以 下 两 种 可 能 发 乞 : 

(1) 存在 x €F，# < 0, 使 得 x — Ax == 0, 

(2) 对 于 任意 y EV 存在 唯一 的 x€ V ,使 得 

x— «х = у, 

在 第 二 种 情况 下 GI 一 407" 是 有 界线 性 算 子 。 此 外 ,我 们 还 可 得 
Sj. 4 的 谱 是 离散 的 , 除 0 之 外 不 可 能 有 其 他 极限 点 ,每 一 特征 值 
的 重 数 是 有 限 的 . | 

Xk4- XE ER UEBH ДЕЗЕ ВА ЖУТ ШШЕ pri 58635 8], FERI 
将 把 它 应 用 于 椭 夯 型 方程 的 Dirichlet [HJ RB, 

定理 3.2, 设 工 与 上 满足 定 埋 2.3 的 假定 ; 则 问题 (2.9) 只 有 以 
下 两 种 可 能 : 

(1) 对 于 任意 EH (GQ)，g EH'(0)， 问 题 (2.9》 有 唯一 的 
Бра 

(2) 存在 非 零 ú € HD), 19 Lut км == ORU alut) + 
pns = 0, Vv € HI(Q2). 

”此 外, 使 第 二 种 情况 成 立 的 产 是 离散 的 ， 只 能 以 ce 为 极限 点 ， 

对 于 每 一 特征 值 „ҢЕЛ ПЫ ШЕК 25 [В] ЖЕЗ Б ЖЕН. 

证 明 。 不 妨 设 g = 0 (参看 定理 L3 的 证 了 明 )。 对 于 固定 的 
x € LXQ), (Qu, 是 НКО) 三 的 有 界线 性 证 明 : 思 此 存在 有 界 


-" 5 + 


REESE Р.О) 一 日 9), 使 得 
(м,0), = Pue), Wue LLO), o eHO). 

设 了 是 由 HCO) 到 LO) ЖИКА, Н 2.1 的 附注 与 上 
述 的 事实 ,我 们 可 把 (2.9) 写 成 ， 求 #€ CQ》 使 得 

| Lu + aPlu = T, (3.1) 
定理 2.3 的 结论 说 明 必 存在 n> 0, АЕ (L + aPI)" 存在 ; 且 
为 Ha) НСО) 的 有 界线 性 算 子 . 记 G = (L + BP1) Vis 
算 地 上 作用 于 方程 (3.1) 之 后 得 到 

и — (п— pIGPIn = СТ. | | (3.2) 

Jj f£ GG.) 1303.2) 3&7 АУ, HT НСО) 到 L) АЖ 
是 紧 的 ,因此 GPI 是 НКО) 到 其 自身 的 紧 线性 算 子 。 现 在 对 方 
TE G.2) }Н SER. 3.1 立即 得 到 所 要 的 结论 。 


54. 组 解 的 极 信 原 理 


BEREE S AHED, De Giorgi 选 代 与 Moser Ж 
HR EEKE., BEE ER RARAP A R, RERE 
不 同 的 地 方 加 以 介绍 ， 这 里 我 们 采用 De Giorgi RIE. De 
Giorgi 渤 伐 往往 归结 为 如 下 的 引 理 : I 

BIE 4.1, i$ po) 是 定义 于 [和 ,十 ce) 的 非 负 非 增 函 数 , 当 
h >> K Z: К, BE 


cC 


(A) x a — gie Xr | (41) 
其 中 а 0,8 > 1, 由 有 
Фб + d) = 0, (4.2) 
这 里 
n в-1 ÉL 
а= ССК = 2*7', (4.3) 
证 明 ， 定 义 数 列 


EP E G = 0,1,2, +++), 


条 件 (4. DAH T TET RUE D, 


"CINES e (s= 0,1,2, X, (4.0 
AE 
| pk) < 20 (= 0,1,2, Z2 (4.5) 


其 中 r> 1 SEE. WLACSGNKCOGSDUCE gir. 图 (4. 和 与 归纳 法 
假设 ， 
С?е+1% gp (ka) 8 
ФСК, ы) = EDEN [ex 


i 


— EQ С e(Te. 


Ope d'r r(E—15—1 


为 使 归纳 法 成 立 ， 选 取 ro 22-1, 
C24 
d 


[pCR =< 1. 


《4.3) 关 于 4 的 定义 恰好 满足 这 一 要 求 。 于 是 (4.5) 成 立 ， 在 (4.5) 
中 令 s— со, WERE. 

为 了 更 衫 确 地 叙述 弱 极 值 原理 ， 我 们 需要 引进 上 、 下 解 的 概 
&. 
定义 AL z€ H'CO) 称 为 方程 《2.1) ШЫ КОСЕ EM ss 
М), Ж 


a(w,p2 < = ( > 一) up» -一 (Dig, 
Vp € C COD, o 2 0, (4.6) 
其 中 aQu,q) id 52 MEN, 
ARKEO TER ip € НСО) р = ар! 一 тах {ф,0} dk 


x. 
XX 42, iZ G c (Q), ATEX 
* 1 * 


sup # = inf (1 (« — Гу енд). (47) 
ess sup и = inf(/|(« — Гу! == 0, а.е}, 
Рі 


定理 4.2 (PRERA. 2 LARA EC. 5023) 
c — Did! zz 0 (在 DCO) ERAF). (4.8) 
如 果 нє НСО) Jj s CD Bus FRE, DT CE p > m RP 
有 


=l 
Р 


р 1E Ł 
ess sup w sup ЕС лиз + Mlle 10177, 


(4.9) 
Hp СКАТ npl A.Q 以 及 P.d'ue, 但 与 |01 的 下 界 无 
ж. 
附注 . 《4.8) 是 指 对 于 任意 pE Cra), p 2 0, 


|» (cq + d'Dip)dx > 0, 
证 明 , 记 1 = sup #1, 设 sup wt > 1, WFT ÉE EE LE 
(4.60 E GER p mm (и — ROT 我们 有 
абир) 一 |, {Са# Dip + d'q)Dig + (P Dip + сфЭф}4х 


+ HH Cd Dip + cp)dx, (4.10) 

由 条 件 (4.8) 上 式 右 端的 第 二 项 非 负 、， 对 于 第 一 项 , 采用 类 似 于 引 
理 2.2 的 计算 可 得 

a(u,q) > ZlDolixe, — СА о», (4.11) 


Ес Т n, 1,A, OQ X 所 ，d'，c。 由 器 下 解 的 定义 与 
(4.11), 178 


2 Пра liro 一 СА] = Cup) 一 Ci, Dip) 


< D Ple! Doel AGO P 


+ А lot) 40017, (4.2) 
— 8B ожо 2n — 
其 中 ps sap Ly | 
ACID = (xe Olula) > k}, (4.135 
ЈАС) 是 集合 АСА) 的 测度 。 记 


m=- (> Ifl Ане). 
在 (4.12) 厂 端 应 用 嵌入 定理 与 Cauchy 不 等 式 , 刚 有 
IDole < Ср + elDoli: + CFI AQO! E. 
B e= FE 并 对 右 端 第 一 项 应 用 Hilder 不 等 式 与 Sobolev IE 
入 定理 ， 


[Doli < CIAC) oli + СЕ ЛС)? 


< срлри асю, (414) 
І 


如 果 存 在 kl 48 


api < 1, (4.15) 


814.14), WE 
| Dell < CEAC) 
应 用 Sobolev 嵌入 定理 得 到 
lol” СЕ, АС] 
注意 到 p — (и 一 ^, h> k W 
leis > G — k) | AG) 12. 
TEH А2 k 时 


CRY Pon < 
А < руж A001 S À > À > k, BJ. 


应 用 引 理 4.1, HJ 38 


1-5, x kh Bh, 


圭一 
2 


б Ш EIAS. (4.16) 


Ак + d) = 0, 


* 10 » 


其 中 


上 


¿= СР, АСК) I7? 2:979, 
这 样 
ess sup s< kat d < kot СР» TIMEA (4.17) 
ЖИЙИ: к, RTD RP XETT. 
第 一 步 ， 由 于 
RIADI < | wax = alls, 


因此 只 人 须 取 
Žo > (20) Н. & > sup ut, 
必 有 (4.15) 成 立 。 由 (44.17? 立 到 得 到 


11 
ess sup вири? A С ||| + C€ Fa Q| * P. (418) 
0 ab 


28 —29. 由 《4.187, 我 们 知道 上 有 本 人 性 上 界 , 但 我 们 必须 进 一 
步 去 掉 44.18) 右 端的 第 二 项 。 记 М = css sup & — i, r= (u— 
РАЕС 


w = |n 


_М+в+Ё,_ 


4.19 
M + š + Ë, — $ ( ) 


所 满足 的 方程 ,其 中 b оО е RESES JERR 
检验 函数 
e= uil ECCO. (4.20) 


TAD RIE 
аб ,ф) > |, [Ca Djv + diel Dip + (bi Dw + сюўфр}4х 
一 |. [2 Dj» Dip + (5° — d')Dy» pldx 
4 j, Cat Di Lil + cvs, (4.21) 


. ii c 


注音 到 риє НСО), B qe 220, HófEG8) ERANLA 
Е. 又 将 Fp 的 表达 式 (4.20) 代 人 (C4.21), 则 有 


а(иуфр) zm í. {CM + e + Pa Diw Био 


— (bi — d')vD,w] dx, 


(4.22) 
AT” 是 弱 下 解 , 因 此 
au p) =< Ch ыру} — (P ,Dap 
"A 
2 M + £ + РЁ, — Pp 
+ | CM + e tD у, 
2 (M — s + Ë, о) 
M 
=< F. lo Нах 
А | 3 
+ ÅM + e+ Fol, | Ри ld 
CCM + s + Ë) iu 
+ 5 j. УР Рах, (4.23) 
联合 (C4.22) 与 (4.22) 并 应 用 正定 性 条 件 C(2.2) 与 Holder RFA M 
有 
2 1 C FIF ijl 
р» < = |„ lde GS у] Ql + 12194 


c i| 
+ |, Лерах 


«c (»,2, 101), 


ВЕ ТСЕ ОУ РУСА, ШКА 


fee Iler" = C, 


对 于 k> 1, WEA 


2. M + £ + Ё 
А Рот одаи пани C. 
АО! nat A 


» 12 • 


B ok — [== (1 — XM + e 十 后 )， 其 中 1 是 待定 的 小 数 ; 则 


Гас) < С =", 


显然 存在 ус 0, 使 (4.15) 成 立 ， 于 是 由 (4.17) 
ess sup а < sup ut + (1 — nM +E +Ë) 


+ CR loit, 
BORED М 一 ess sup а — sup а" 5 в RERE ROLA 


1.1 

ess sup wsup st + CFI" P, 
m 

定理 证 毕 . 


ШЖ. 如果 关于 工 的 系数 的 条 件 C2.2) 加 强 汶 
> llë lero + > Па reco» + llellzemo) < A, (2.2у 


其 中 s> #, 则 定理 4.2 的 结论 《4.9 中 常数 C 只 依赖 于 nap, Alka 
与 马 , 而 不 依赖 于 Md. с 的 具体 形式 与 191 的 下 界 ， 
事实 上 ,对 于 任意 > 0, 我 们 可 证 明 


[| {а Dio + &'ф Dio + сф?\ах 
9 


= ACsllo ао + С.е). (4.24) 
例如 
||, арра | < etret, Diol 


=< Па. Оне + С.е). 
PUE HHK A iE SESS d IOREK) 3x RE CIL 100m 


AUR СМР ey 与 9. 证 明 的 其 余部 分 没有 任何 变化 ， 


证 有 明 的 细节 污 者 可 作为 习题 来 完成 . 
定理 4.3， 设 工 的 系数 满 尼 (2.1),(2.2) 量 


+ I3 < 


c — Dd! > 0 (在 'Co) 的 意义 下 )， 
如 是 使 Sobolev 航 人 定理 成 立 的 有 界 开 区 域 , 则 Dirichlet 问题 
的 弱 解 存在 唯一 : 且 

моу < C(||T]] o, + lal но). (4.25) 

WEBS. 不 妨 设 8 = 0 (参看 定理 2.3 的 证 明 )。 GA T = O 时 由 

Sabi А САРВ 4.1). [R]RR 2.40 FU FRE, EEE 3.2， 则 问题 
(24)X РЕЖ Te H (0) 都 有 唯一 的 弱 解 «e a), ЫА 
VS PRESE В 

[асо = СЦЕ в-он НКО). 
由 此 可 得 (4.25》， 


$ 5. 束 解 的 正则 性 


为 计算 简便 ,我 们 只 讨论 如 下 形式 的 方程 
Lu = —DiCa? D;u) + b Diu + си = f. (5.1) 
TE 51, LPD WS E (22), B. aew lY, 5, сє 
L"(Q), fe DCO) ШЖ ve H'CO) 是 方程 45.1) 的 弱 解 ， 则 对 于 
任意 的 Occo (Ph o Ж Q BJS T f). € YH 
[соо =< C Cha асо) 二 Поу) (5.2) 
ЯСТ ол, 1а ре, П.е, ее 与 ено", O07. 
证 明 . 记 g 一 了 一 Dw 一 си, HT z RESO. DB uA 
适合 m 
А a!" DiuDipdx == f, qpdx, Vo € НКО). (5.3) 
WE n 方向 的 平移 算 子 为 0a. Tane) 一 n(x 十 he), X0 ACT 


A, 一 二 (一 Г). Ж ec HKO), eft] SE spec CO. 对 于 


hk < " dist(spt v, 日 0}), 取 检验 函数 p — A uv; КА O3) B 


得 
* 14 = 


n Aala Di Divde = — |, GaAsvdr, 
注意 到 4 的 定义 与 
Aaa Diu) = тай A Ры + Dau Aya, 
我 们 有 
А та” D; Ан Divdx = 一 f, (Ara DiuDiv + аА dr 
= C Clin + MI ese Denuo; 
取 ne ССО), 5 z€ Q' BT nG) m 1, 5 r= wA, VE 


j. Wr I qD A uDjA udx 


= --2 | nr | GD Anu (Din) A u dx 
e 


+ СО + flbi Cin Dart 

+ 2|| A, Dxil| u), 
利用 正定 性 条 件 (2.2) 5 Cauchy 不 等 式 , 则 有 

" Í. In De | dr «z C |, 1251*| Au |'dx 
+ сн + ЦА). 
TEE 
né Dx |l: =< СС Аз + ПА оз). (5.4) 

适当 选取 中 利用 附录 1 中 命题 1.8. 可 知 D,D4é € L'(Q^), 228 
任意 方向 的 差分 算 子 , 刚 有 we HUN АЫ, (5.2). 

上 述 定 再 所 得 到 的 器 解 的 正则 性 称 为 内 部 正则 性 。 如 果 对 边 
УЕА АРЕ, RITTAA uc O), 这 种 
类 型 的 结果 就 称 为 全 局 正则 人 性， 

定义 &1， 区 域 刀 的 边界 称 为 属于 Ct, 如果 对 于 任意 r'e 
8689， 存在 x' 的 邻 城 了 与 一 一 且 射 p:V — В, 使 得 : 

(1) В, 一 CV), Bt — e ПО), 

(2) ӨВГВ, = (Vn 89), 

(3) pE ССР), pE СКВ), 


+ 154 


其 中 В, 是 以 原点 为 心 的 # 维 单位 球 ，B3 EER. 

定理 5.2, REH 5.1 的 假定 外 又 设 89 属于 C’, ge mco», 
WI; RE G.1) 3828 H к— ge HO) 的 弱 解 x 必 属 于 HQ) 
Н жің? 

[#Їнҗө› «& C Cull + ПЯ] сзсз + П воз) (5.5) 

KH CET а,а, |а|, 1.5, 1 以 及 до, 

证 明 。 先 设 8 一 0。 对 于 rea, 存在 如 定义 5.1 记述 的 
BRA] £V 一 Bi， 引进 新 变量 y— ф(шу, jftidJ29 Jacobi 行列 


= БЕ, 对 于 Ype CONA) 在 积分 等 式 (5.3) HERES 


x= 47), 得 到 | 
[Bpay — |, qay, G.6) 
其 中 P, = ^ Bi = By, 0), 


m Oy, Oy - 
=a Jai ZIA Суу = J 
z Ox; 9х; ы T. 


考虑 aSk) 的 差分 算 子 AQ 与 截断 函数 лє 
CP CB.) ИРУ 5.1 的 计算 ,可 得 到 P Due L'(Bi) 且 有 估计 


биа < € (la |a a) + Ha RP (5.7) 
Ан 1 =< rs — 1, 504, 对 于 Уфе Cr (83) 


fa; a" "D.uD ody 


- |. [2 m BG Das] еду, 
т 


k+I <" 
由 广义 微 高 定 久 , 则 有 
D,[a*D,u] = 4 — > BGB, 在 Bi 内， 


tia 
由 此 可 得 Drue HOD 且 对 Dus 有 类 似 于 (5.7) 的 估计 .综合 


* 16 = 


这 些 估 计 立 即 得 到 | 
12711,2 св, = СС ао + Палоо). (5.8) 
记 У = ФВ), 将 ?变量 变换 回 * 变量 可 得 
fiac & C Ско + Пасо), (5.93: 
由 于 对 于 00 的 任意 点 х", ТЕЕ И 使 估计 (5.9) 成 
Xt ЭЛ БЕЗЕ 5.1 已 给 出 的 内 估计 ,利用 有 限 材 盖 定 理 ， 我 们 18 
到 
[соз < СС ао + Пасо), 6. 10) 
ЖИЕ g= 0, 则 令 w= — g, z AE 
а(ю,фр) = (iph — alep) = G— Lg oov, 
Nec HOD. 
由 于 we HO») ;应用 前 面 已 证 的 事实 , wE HCO), E 
Пенко) < C Cilie + 1f — Lell Lay) 
0 x СС но + Поко + Панас). .- 
利用 内 揪 定 理 立即 可 得 (5.5). 
由 此 我 们 可 以 得 到 更 高 的 正则 性 定理 : 
定理 5.3, 设 工 的 系数 请 足 (2. DH ge уу! ^(Q), # »€ Є. 
керуе w'"(Q), ШЖ se RO) 是 方程 (5. 12 的 弱 解 ， KI 
мє Wh" xa), 其 中 站 为 非 负 整数 。 
”定理 5.4。 在 定理 5.3 的 假定 下 ， 又 设 00 属 T Ch, ge 
иас), WE s 是 方程 (5.1) 的 满足 边 条 件 w — g € Hi o> 的 
ЯЕ, M| sue ^+? С Qy, 
шай bl, c 与 于 无 穷 次 可 微 时 , 则 对 于 任意 全 w6 W le" o, 
由 Sobolev ЖА EPI, we C7(O), nou 


е 17 = 


PI Schauder JẸ 论 


二 阶 线性 椭圆 型 方程 古典 解 及 其 正则 性 理论 是 由 Schauder 首 
先 建 立 起 来 的 ， 就 线性 方程 的 古典 解 而 言 ， 这 一 理论 是 相当 完满 
的 , 它 是 研究 非 线 性 椭圆 型 方程 的 必要 基础 ， | 

这 里 采用 Trudinger 给 出 的 新 的 证 明 途 笃 , CENT AAR 
A BU ҖЕ Ж. 


$ L Hölder Z 间 


在 研究 简单 的 位 势 方 程 的 过 程 中 ， 入 们 发 现 仅 仅 讨论 连续 可 
微 函 数 是 不 方便 的 ， 所 得 的 结果 是 不 丰满 的 。 为 此 我 们 必须 引进 
Hilder 连续 的 概念 ,在 某 种 意义 下 ， 可 将 它 看 成 是 分 数 次 役 滩 .、 

ЕУ 11. ix QC R^ ,«() 是 定义 于 0 上 的 函数 ， 6 о. 如 
жұр 0 al 


ОН lu; 0j 一 sup inea = | as 
— x, DM 


则 称 * 在 x, 点 具有 指数 为 的 Holder 连续 性 Н. Гиз ОТОО 
VIE x, 点 关于 只 的 上 次 Holder 系数 。 在 上 述 定义 中 如 果 “ 一 
І.Д н Æ x, 点 Lipschitz 连续 ， 
我 们 以 CD) = CCO) 表示 在 Ó 上 次 连续 可 微 的 前 
煞 组 成 的 空间 。 相 应 于 Hilder 连续 ,我 们 也 要 引 作 一 美空 间 , 通 
常 称 为 Hilder 空间 。 
HF 0<a s< 1， 首先 引入 以 下 泊 模 
[91,60 一 [s] 一 sup | uo) | E (1.2) 


[1..0 - [51,5 - Sup Hila], (1.3) 


185 


laline == [414.5 一 M [Du laor ` (1.4) 


PI >) LD*ulaos ` (1.5) 


EH 4 为 正 整数 ， r= (na TI 为 多 重 指标 ， »pzO = 


Iad eah jol е узш, 
a . | 1=1 
Бар 


D'u = 一 一 一 一 一 
“ zf Ox" 


为 简单 起 见 , 在 以 后 我 们 经 常 以 Diulas 表示 У UD"wlao. 
. ит = 


XX Li. Pl c0) (0 <a= 1 xs CQ) rh gg 
[do < oo ОТАГА ЗЯ уа а], Æ САСО) 中 引入 范 数 
[leo 一 > lulu; " i (16) 
在 ССО) h5 д 
Не] оло = Inl uo + EANTA | (1.72 

不 难 验证 CACO) 与 Ck=( Q) 都 是 Banach 空间 。 

首先 我 们 有 乘积 的 Holder ERAN: B 

58 LI. jk w€cC«O2X(0-—ozxl) Ші 

[uv], = [ulle] + [61,121 =< 1auliiei.. (1.8) 

ES x EE Ei UE, 

Hilder Эн] RE E EE BJ E ПЕ 27 — ЖЕТА SS SX EERIK 
在 先 验 估计 中 可 以 集中 讨论 景 重要 的 项 ， Міт г Шая, 这 里 
我 们 采用 紧 福 方法 来 证 朋 ， | 

EE 12, iR O79 ÉL RD, нє CCA) (0 < x1), 对 于 
任意 e 这 0, 都 有 

Il, elr], + См (1.9) 
Is]; = sls],, + С, (1.105 


+ 19>» 


Hah C， 除 依赖 于 外 还 依赖 于 my ae 与 8, 半 模 都 是 在 D 上 取 
BSI. 
证 明 ， 这 型 仅 证 朋 (1.9), 不 等 式 (1.10》 的 证 明 是 类 似 的 ， 如 
果 对 于 所 有 CD) 的 函数 ,不 存在 常数 C. BODRI, WU] 
对 于 和 任意 ND 0, 都 存在 им. Н 
[ex]; > 8 [а], H N iugi (N = 1,2,-- 5. (1.11) 
密 不 等 式 的 齐 次 性 ,不 站 设 lwl: 一 上 ,否则 只 须 取 "= М 
+ 

€ ww 即 可 。 这样 由 (1.11), 则 有 

M | [ах]... < FL Iun, < — (N — l, 2,-*«), (1.12) 


由 Ascoli-Arzelà 定理 ,由 于 uw 在 C70) 中 一 致 有 界 ， 必 存 
在 子 序列 ww 在 ССО) 上 收 钱 于 某 函 数 wx、 但 (1.12) 的 第 二 个 
不 等 式 表明 当 N—o Hé wy 在 Q 上 一 致 收敛 于 0， 因 而 必 有 
н == 0, 这 与 [ані 一 1 矛盾 ,(1.9) 得 证 ， 

定义 1.2。 区 域 Q 称 为 具有 猴 性 质 。 如 果 存 在 有 限 锥 V. dk 
得 对 于 任意 x€ 2， 都 存在 全 等 于 P 且 以 AMOR E а TO 
А. 

定理 1.3. 没 Q 具有 锥 性 质 ， 有 限 猎 的 高 为 4， 贴 对 于 任意 
б<, 我 们 有 


[z]; < eiela, + ule, (113) 


[s], < e't lulan + LT (L14) 


Ap c Rf F » sagi tk fa. 
WEBB. РАНА, EDD 1 ИУ У.И нЕ CCF), 
由 定理 1.2, 
[аа < [sosr + Clulov;, (1.15) 
Жн C Rk: V. 的 立体 角 . 现 在 该 = € CQ.) (V 5 VUE 
. 20 * 


相 辣 立体 角 , 高 为 s, 顶 为 原点 ), 作 变数 替换 y 一 PERI ZO) 一 


u(sy), Hj ze CCV), W 2,1059 (1.15) gi Az, dE [a] JE 
=E xU 


Dular, < e Tulane, + S url. 


对 于 区 域 如 ,生意 z€ „ЩТ О АЖ ЕШ. в < à h] , 
存在 锥 V. Asm, E. Fca., TE 


a C 
Lalar, Жы B [s], + — Is |р, 
£ 


=< s" [lio + S loa, 
HPA r EERE AEA 
[ulno =< 5° (1а 十 二 Sl|u]sa, 


不 等 式 (1.14? 的 证 明 是 类 似 的 ， 
52 EX ж 


FIBER Rx Cmollifier) ST ЯВ — A Halder 模 的 等 价 范 数 ,这 
DERT Hs БЕКЕ КАРЕ ЛАН KET D kna DURS 
解 的 Hölder 模 估计 简化 为 导数 的 估计 . 

Ж pe С ОЕ") ,о(я) 220, ЖЭ spt{p} 忆 8.00), 并 且 

| MEOS (21) 
这 样 的 函数 ole) 称 为 磨 光 核 ,例如 可 取 


Ael ms deb <1 М, 


р(х) 一 
0, ЕЕ; | = I 时 。 
选取 大 使 42.1) 成 立 。 


»11* 


”定义 21。 设 we Li (R) ,p(x) 是 磨 光 核 , 函数 
alx r) = то" | .。 ( x z 了 ) uy) dy (2.2) 
称 为 xCx) HENAN. 


引 理 21. ib se ССВ"), Дры r— 0* Hb g€z,z) ТЕ R^ 上 
局 部 一 致 地 收效 于 s. Н. 


suplg| = supla |, (2.3) 
| D*aá( x v )| = Cr *suplsl (А = 0,1 ‚2,***), (2.4) 
DO 


Жн DERT ент, САВТ л, EGER p, 
WEBB. HiC2.1) 


хт) — z(a) = т^" fae (= ГУ Cuky) — u(x))dy 


T 


i j, w PAKE 一 rq) 一 uke) dy, (2.5) 


由 此 不 难看 出 在 R^ BUTEXCRSE D v 0* 时 ar) 一 致 收 
化 于 x。 为 证 明 (2.4), 我 们 首先 注意 到 可 用 妇 纳 法 证 明 


Di c) m e| ,Pi (2— >.) «oo», 


ж— 


У A 
T 


其 中 Р,Є ССК"), spP,C BC), CERHO з = 
有 


аут < c7* 


INTO — rodz | 


= r *supiwi | PLC | dz = Cr *suplu|, 
F 


Еа) BO 
下 面 我 们 将 着 重 讨论 Ker) 的 徽 商 与 w(x) Bu Holder Ж 
之 间 的 关系 . 
2132822, jb нє С(Б")(0 al), M 
(EC r) — (к) | s z"Hz[n: B,C], (2.6) 
| D*&x 2| < Cx" tz [m B, Qe), (2.7) 


22 * 


rb C Г na, k ESEEOG p. 
证 明 。 由 (C2.5) 易 得 估计 《2.6}。 现 证 明 (2.7), jd n + 148 
重 指标 B (fo) lË == &,D* = DODE, 4 Ë = 0 bj, 对 (2.5) 
式微 商 后 可 得 
Р? (хут) = 17^ Í. Pal … 一 一 22] Cu Cy) — #(х))4у 


= r x nie — r) — u(x))dz, 


其 中 Pa 的 支 集 包含 于 BOO) 中 ， 由 此 不 准 得 到 《2.7)。 in 


ё = 0, 
DÖR хт) = т^" » рё Е Є > «oe 
= =+ |. pš le ( * = y )| Сч Су) — ulr ydy 


je. 
应 用 Gaus 公式 上 式 右 端 第 二 项 积分 为 零 , 然 后 对 第 一 项 积分 进 
行 估计 可 得 (2.7). 
引 理 2.3. 设 se CCR")。 如 果 对 于 0 cos 1 Rc» 0, 
sup z!2|Dš(y,r)] < oo, 


ye Вы» 
TER 


+ (71) ^z7*u(x) |. рер? [° ( x 


и {Ех 点 关于 BaQe) 具有 次 Holder 连续 性 和 
Hilu; ВСУ < C sup z'"|[DZ(y,r)|, (2.8) 


PI Baix) 
0а<г<н 


ЖЕСАК ЩТ n.o УЮ о, 
证 明 . 对 于 [ix — y| < R,0 <+ = R, 
nC) — и Су) « aker) — (z) | + leer) 
— y ,r)| + |š(y,r) — sO), 
FEA O < z =< REY 


. 23 5 


^1 . 
Mi(x,r)— u(x) = r | D.&(x,qr)dq 


< 7| Arn) акзат) dq 


一 应 


n 
~ 11 
* sup T| Dix sT) ` ef =; 471, 
s<r<R , "75 т 
因此 我 们 有 
б) — «СЗ! 2 зир траат) 
O ostar 


ze Bpr? 
+ |Ю„@ж*,т'у||х— y|, 
其 中 х* 是 = 与 了 连 线 段 上 的 某 一 点 ;现在 取 z = |z — у}, ДЧ 
yE Brts) 时 ， 
lele) — ao) <(2 + 1) sup ri | Da(z,c)]. 


| xy—y ^ 
së В (ху 


引 理 得 证 。. 
Web. (1) 如 果 we CR) (0 <a < 所 1)， 则 存在 仅 依赖 
于 ws a 与 磨 光 核 的 常数 C ,使 得 | 
2101. < sup 1172г) < Cluba . (29) 


zéR". 
(2) g 是 某 一 # 重 指标 , 则 存在 С = C(5,2,p) 使 得 
[D^], < supl DDEC, rY] < С109%и],, — (240) 


其 中 рё" = DD", [ji 表示 关于 * 变量 的 Hilder Ж, 
WEB). 《2.9) 是 引 理 2.2 与 引 理 2.3 的 直接 推论 。 
不 等 式 C2.10) 的 第 一 部 分 是 显然 的 。 事 实 上 对 于 1 20 


[DiE (x,4) — D$" (y ,A)] 
|z — yl" 


x sup [DIR] 
>ü 


令 1 一 0, 则 有 


* 24 œ 


[Du] < зир DEHE 
现在 证 朋 (2.10) 的 第 二 个 不 等 式 . $ у= xb k, As m ule + 
A), 则 A Án 
рр (х,ту—ЮрїшСу,т)! = [DD — A,uD(x,r)| 
= рр: — Avi )(x,r) E CI[D^*'(u 一 Anu) les 
最 后 的 不 等 式 应 用 了 引 理 2.2 8002.7) C А=1,а= 18). H 
此 立即 可 得 (2.107。 


§ 3， 位 势 方程 解 的 《” 估计 


ЕЧ $2 知道， 关于 解 的 Hilder 模 估 计 可 简化 为 其 磨 光 冰 数 
的 微 商 告 计 ， 因 此 我 们 首先 需要 位 势 方 程 解 的 微 商 估计 公式 ， 
91:834. i <€ COR") 且 满 足 


— Ан == f, 
Жн AR Laplaee 算 子 , 则 对 于 任意 R > 0, 我 们 有 
[ри (ж) | £T osc s + Rsup |} (= 1,2,5), 
е Bez) Bes) . 


(3.1) 
这 里 ose ш ЖК “ E a ҮН hi. I 


证 明 。 不 妨 设 а 为 坐标 原点 ,并 记 F. 一 sup | 天 .由 Саше Д 


ЕР 
aD 
iH 
{, ACDin) dr |... S dx 
— p | Du (pco) de 
| др 
ma "UI O | 1-я R 
e" $- [e |, Dus]. 
男 一 方面 


[ ACLDn) dr = Í Au cos (r , x) dŠ 
JE, 55, " 


a. 25 е 


m — f. fcos(r , x;3d5, | 
联合 上 两 式 ,我 们 有 | 


4.9. [o | Dads < aa, Fas 
Op àg. - 


其 中 oe, 是 # 维 单位 球体 积 。 不 等 式 两 边关 于 P 从 0 至 + 积分 得 
到 


* [77 f. Duds 一 TO = nonr Fa, 
ЭЭ РАШ Н ЗЕ ШШ rU 之 后 再 关于 7 JA 0 S RGRATQUDE 
+ IN Diudz — w, R" D, «| < co, R^" F,, 
整理 后 得 


| 1 uds 
ID(0)| < RF,+ | | Dirdal. 
=< RF + — | Cula) — 4(0)) cosCr, xij}ds 


< RFP, + osc и, 
R в 


这 就 是 所 要 证 的 ， . 
EH 3.2, we CORSO <= < 1) 且 满足 
— Au 一 四 | | | (3.2) 
ju 
10%и], < СІЛ., | (3.3) 


其 中 c M khi T # Q0. 
wA, 对 于 任意 球 Веб xa) 令 26) = fix) 一 Кх), 方程 
《3.27 可 写成 


—Au(x) 一 fx») == g(r), (34) 
ШЕ e + И 
| sup [g(z)| < ААА. (3.5) 
БРА . 


= 26 * 


33 2 EOD 8 ЖО АЕА Si 
一 Ag(z,r) — Kaa) = кат), z > 0, 
关于 z, + 微 商 两 次 后 得 到 
ADAC r) 一 Р (х.т) 
应 用 引 理 31( 限 制 上 式 р ж DD.) WA 
IDDig(xoyT)| =< C 长 osc DD,Z(r,r) + R sup Ll 


B pifo? Bp) 


= Ç l sup ГЕЯ 
B әт) | 


{НЫ т< R ,应用 引 理 2. 与 引 理 2.3 的 推论 (2), 则 


e7*DDi(,r) < C (E [Du], + Re sup ^ |l). 


Bg e, Cro? 


现在 取 R №, м Е, X W ДИН ИГ G.-S), A 
rU*|DDisS(x.)] = САМ [Du], + N'*?L fll. 
应 用 引 理 2.3 的 推论 41): 则 
[D«], < С sup ті" рр Соз т) 
“єн” 


CAN Du], + АЛ. 
® N 382 Kisi CN 一 > 则 得 到 所 要 的 估计 (3.3), 


kuu sisi wao kausak 


| —a D; = f, ` (3.6) 
这 里 遵从 求 和 约定 ，。 人 很 设 常 系数 矩阵 (ez 满足 
AI EI! абыз < АЕР ,Vie R", f (3.7) 


其 中 A = 0, 
定理 3.3. іл нє CROO << < IT 满足 方程 (3. 6),3; 2 
的 系数 适合 假定 (3.7) , 则 
[Dule СЛ 1, (3.8) 
ЯН СХТ п, 与 АЈ, 
WIBH. XE А "= 1。 作 变量 替换 y= Вх, айбу) = ule), 


+ Q? 


POD 一 f(x)， 简单 的 计算 表明 EO WEDE 
— Das — f, Я — Gi) = BAB. 
存在 非 退 化 矩阵 8 使 得 A 为 单位 矩阵 ,因此 а 满足 
—A,# = f. | 


由 定理 3.2, 
[PE] < Clf1,, 
ЗАРЕ xz SL (ur (3.8). ТАЙПЫ ЕИ OE азай. | 
为 了 处 理 Dirichlet 问题 的 解 在 边 异 附近 的 估计 ，、 我 们 还 需 
к ле ЕГИ R: КеП, > 0) Еу SR Dirichlet JH] 
Еі, 
X334, 设 wt ССК) ВЖЕ 
全 Аи = f, € R: 内 ， 
¿= 0, 在 8RI E, 
ШЕ ISA л, суа С 使 得 
[D'u], < СІЛ... (3.10) 
证 明 。 对 于 任意 re Ri， 将 方程 改写 成 
— Az — Кл») = пш), 
其 中 z(a) = Ка) 一 Kap. 现在 对 Hags Кх) 关于 samo Е 
奇 开拓 , 即 令 
人 e 0o (gx xu). x. 20 0, 
“т еуез, te <0, AG) т LR x, < D, 
; ECs 35 x, > 0 B, 
一 RAPI 
其 中 «= (Qn. + ал), 不 难 知道 ve W^" (R, Dove 
CheCR*), iH Е | | 
一 Ap — f(x) 一 AG), 在 RN, = 01 IN. 
可 应 用 磨 光 运 算 之 后 得 到 
—ApP(x,r) — хут) = Ext) ` © (311%) 


(3.9) 


其 中 


* B * 


ence nnt) 


x os (* z^ eoa, 


其 中 Pires- 分 别 为 1 5 п -一 1 ҖЕ Bec d. 
对 方程 (3.11) 到 微 商 DD. 之 后 得 到 
—ADD,v(x,r) — рр,(х,т), 
应 用 引 理 3.1 并 进行 类 似 于 定理 3.2 的 运算 ,我 们 得 到 
DDD ilr < z osc DD, (vr) 


B RiTo 


* + R зир рр, (х›т)| 


В рту) 


= CIR DD ov] RIE? sup |51]. 
Bg. . 


与 定理 3.2 的 证 明 类 位 , 取 R 一 Nr, AHI 23, RERNE 
分 天 , 则 有 

[DD,:#], = CTH, . ` (3.12) 
ни 所 满足 的 方程 


*—1 


Р.и 一 一 > Diu — f, 


利用 估计 (3.12)， 
[Duda & Cr 门 。。 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
同样 可 以 将 上 述 结果 推广 到 常 系数 方程 
定理 35. 设 方程 (3.6) 的 系数 满足 (3.7), s € CRIO < 
s< 1) 且 满 足 方程 (3.6) 与 边界 条 件 
u| ов” = 0, 
则 有 估计 
[D'4], < СА, 
其 中 C 仅 依赖 于 n.o 与 л/а, 


+ 29 • 


$ 4. Schauder 内 估计 


在 所 有 的 内 估计 中 ,下 面 的 引 奸 是 十 分 有 用 的 ， | 
引 理 4.1. 1# ФС) 是 定义 于 区 间 [For] БЕЛАЕ ТАВА 
数 ,其 中 T, > T, Z> 0, 对 于 任意 Ўз Туз í = Tu. Süd 


Ф000 < Өр») + — 275+ 8. (4.1) 

其 中 9,4, 8 与 < 是 非 负 常 数 ，9 < r. Wi | 

Фо) < С a^ z+ B|, NT oc RET. (42) 
REC RRF M 


WEBA. $ n= e. мы = Dr — O) G= 0,1, 
<), Ено < r< Е, НЕЕ САЛ) 
qu) < Врба) + таур + В 
(: 7 0,1,5 + D, 
递 锥 之 后 可 得 | 
ФС) < 85g) 


4 uu i ia 
+ [ea +в |S өе, 
选取 z 使 得 br < 1,4 K— оо, DUE CA2), 
这 个 引 吾 可 以 简单 地 理解 为 : 落 (4.1) 对 于 任意 上 < s 3 Ө < 
1 时 成 立 , 则 项 e) 可 以 去 掉 。 


Wok R° 的 有 界 开 区 域 。 现 在 我 们 考虑 一 般 二 "Инын 
型 方程 


We ЖО, (зу 
假设 系数 满足 
ЕТЕ А с> А с> 0 使 得 


* 30 < 


AEN а Саудк L AJE, Vz€ D, EER", — (44) 
ag. bi, e € СОУ (0 <= < 1) Н. 


LN was DP ao + helaa) KA (45) 
BIR 42. 设 方程 (4.3) 的 系数 在 日 上 满足 (4.4),(4.5》， 则 存 
TED e a F 2,0, AfA 与 A, 的 正 数 К. =< 1, 对 于 任意 0= F = 


К, Вас О,иЄ CCB CO < a < 1) HEADE (4.3) M 
# fitt 


Dulang < C Do flos H RE uloa 48) 


Erpe RRT ne, A/A 与 Aa, . 

WEBB. Aigi А = 1. ME Bs 的 球 心 为 хо, В НАЕ, 38 
方程 (4.3) 写 成 

—a' (x )Dgu = f, 
其 中 
f = f+ Ca” (x) 一 aira) ) Diiu — b Diu — єй, 
应 用 定理 3.3, 
[Du]. < CU 

| = C([f1, + Гр], + |81), 


其 中 范 数 是 在 _Be 上 取 的 。 应 用 内 择 不 等 式 《1.13) 与 (1.14) (R 


2) 
B = — 
2/7 


[D^], < C R°[D'u], + СДП, + R^! ul). 
ER (е ， 则 当 0<R < R 时 ,我 们 有 
[Duja < СФЕ, + R”'lul l. 
в, 


在 引 理 42 тите B, 中 具有 紧 支 集 是 相当 将 刻 的 假定 ， 我 
们 可 以 应 用 引 型 4.1 来 去 掉 这 一 条 件 ,然后 得 到 方程 (4.3) 的 解 的 


H- 


c^» 内 估计 . 

定理 4.3 (Schauder 内 估计 )。 设 方 理 (4.3) 的 系数 满足 条 
TEC, C45), «€ CCO) (0 < < 1) 是 方程 (4.3) 的 解 , 则 对 
于 任意 оссо, 我 们 有 


lalina <S c (+ ШР + ШШ?) (47) 


其 中 CC 只 依赖 于 ne A2, Aa 以 及 dist{9' ,80]. 
证 明 。 不 妨 设 ¿= 1, W R, 是 引 理 4.2 确定 的 常数 ， 记 


RK == min [Rel dist[Q' , 89). 对 于 任意 ned, 0 < R < 
Ra, {йїп Ba Brel), HR Br LORIAN O, {1% 
£ € CrCBRD, b = 1 EE x€ Big 时 ， 


[DAC], + (1 — т) REDE, < (4.8) 


— C _ 
(1— cg 
Жү C = C(n, А), 0 <+ < 1, 这 样 的 函数 利用 磨 光 核 不 难 构 
造 ， 现 在 令 v= ta, MU #€ CBR) НЕ 

Le = ef + [a Dyg + b Dit ]s — 24" Dit Din, 
由 引 理 4.2, 引 理 1.1 ,定理 1.3 与 (4.8) 不 难得 到 


[Ds]. < c Í = los + Ua e [Di], 


— 1! _ 
(1—7) 
C, Н 
* (ac says llen) 
ERAN rE Bet m 时 ,利用 乘积 徽 商 公式 与 内 插 不 等 式 
(1.135,€1.14) 0n] 8 
101. < CIL los, + eID'alas, + 
C, | 
Та суву lj. . 
现在 记 pG) = [Da] ТЕЕ НДЫ rR @O—OiR = ;í, 905 
í << R, 时 ,我 们 有 . 


^32 * 


1 . 
CT 一 Re ГА, в, 


VO < c Ies + Il. Er s Ul, 


tme i) 
选取 = ё С. 一 >， 应 用 引 理 4.1, 则 有 


[Dulas < C *tf] [f] 


1 
“Ba коў "йр. 
tac au «hj VO << R< R. 
最 后 取 R = k, p=” 并 应 用 内 播 不 等 式 得 


kus. © с Нло + ио}, (4.9) 


ОНЕГЕН ЛЕ НГЕ (4.75. 
附注 、 设 方程 (4.3) 的 系数 满足 (4.4) 且 а”, b,c „фе CCo) 
(KZ 0,0 <a < 1„4,} == 1,2,':-,8), WÈ не ССО) 是 方程 
《4.3) 的 解 ， 利 用 差 商 的 技巧 可 以 证 明 <€ citea) HATER 
g'ccoe"ccgao, 
| ener < ССА а" + Inno 
КШ СН{& #1 s, А, Alà, dist(Q', OQ' Э 以 及 a), 6, с 
Cte(Q") gy, 


& 5. Schauder 全 局 估计 ~ 


仿照 内 估计 的 步 台 ,以 半球 代替 球 , 我 们 可 以 得 到 边界 附近 的 
估计 。 

引 理 51， 设 吕 包含 有 部 分 平 边界 S, ОСКА = Rs Y (x, > 
0), H. SCeR:， 方 程 44.3) 的 系数 在 日 上 满足 (4.4) (5) MA 
在 仅 依 赖 于 ne A 与 A, 的 正常 数 R, 5 С, 使 得 对 于 任意 


. 33 * 


б< R В, 与 球 心 位 于 5 上 的 半球 Весо, «e ca Bz) 在 
ABRA lx, > 0) 附近 为 零 ; 在 5008; 上 为 零 旦 满足 方程 64.3) ， 
则 


Du < C ÍL U). + Rap G.D 


m: 


iE S ER ÉSTE RISE 43 5| RR 4.2 相似 ， 

引 理 5.22. Q SIE 5.1 所 述 ,方程 (4.3) WRR Kg (4.4) 
(+5), «6€ Cla US), ХЕ Q NW ITE (43) HAE S L == 
0， 则 对 于 任意 O'CCOUS.RITES f&it 


ые < € ÍL Mao + 11а} (52) 


ЯСТ 2.2. Afi, 与 distiQ' ,00NS]. 
3XEBH, ЖД 1—1, PE Remin [Ras dis (o, aes), 


其 中 Rs 是 引 理 5.1 确定 的 常数 ， 记 0" = п (а, LR]. 
A% cca, ME Schauder aiit 


|а" S Со 十 PIA (5.3) 
现在 设 Ba, 是 球 心 在 ОПХ АК, ASEA 4.3 完全 相同 的 方 
Ë STU CA S088 45 TE 
| lulang, CCIflso + ulna). 


球 心 于 О ПЗА Bia H OND WE. тА 
Bus AEA 
{налме =< C (|l. + ноо). (5.4) 

miis. 6.0 & Ж (5.2), 

为 了 将 上 述 结果 推广 到 一 般 有 界 区 域 ， 我 们 必须 要 求 边界 具 
有 一 定 的 光滑 姓 。 类 似 于 第 一 章 定 义 5.1, 我 们 可 以 引进 Ct” 类 
边界 OQ 的 定义 ,这 里 就 不 再 重复 了 . 

E 5.3 (£i Schauder (И), 设 方程 《4.32 АНЕ 

PETEP 


条 件 (4.4) 与 (65), 00 属于 CO <a < D, мє cC) B 
适 兴 方程 C4.3) 与 边 条 件 alas 一 0, 则 


1 
[minae <S c(+ [ә + |»), e» 
hc bud nms AA, An 5 Q. 


证 明 。 不 妨 设 4 二 1. 设 xz € 09,0 是 第 一 章 定义 5.1 中 将 
OQ 在 zx. 点 附近 展 平 的 光 沸 映射 ,由 定理 条 件 


||; ne = K, [d t dust = K, (5.6) 
EEEH y — pl), iB Су) = иб), Ws WS TE 
aD, a + PDA cu = f, (5.7) 


其 中 
a^(y) — ан Әу Әй, EC) = ueq G), 
Әх; X; 


+ — at y, i Oy, 
d x6 ^ бе" 
对 方程 (5.7) 可 应 用 31 理 5.2, 18 5] 

Li = cQ [£ | w+ T Haas 
变换 回 变 量 *, 则 有 

lel acus, < CCo ИЭ. 
Ak RE АРАТ SARATA (5.0. 以 上 只 是 证 明 的 梗 
概 , 尚 有 许多 分 析 的 运算 需要 读者 自己 来 完成 ， 

附注 1。 在 定理 5.3 中 ,如 果 * 不 是 满足 霉 边 界 条 性 ,而 是 


sca. ТЕ ƏQ 上 `: (5.8) 
H pE C^«C0), Wer zw T B9 Schauder 估计 
|а | шо SS Со 十 plaas [slack (5.95 


事实 上 我 们 只 须 将 定理 5.3 MATER e= * 一 9 就 可 得 到 这 个 
ает. 

附注 2。 ac CO) С ЗНС ВУИ, 
ай 满足 条 件 (4.4)， 且 а", b, с, fe C^(0),80 局 于 Ске, 


. 35 * 


q € Сеч), 应 用 差 商 可 以 证 明 ve CHO), Bar 

н] +, = СОН. + «р + + IDR . 
Жс А ШР s, ok, A, ОЦ ай, Б, с CCO) 范 
3. 


5 6. 古典 解 的 极 值 原理 


， ” 科 值 原理 是 二 阶 祥 加 型 方程 的 解 的 重要 性质 ， 利 用 这 个 原理 
我 们 可 以 得 到 解 移 最 大 模 佑 计 lular REEMA Schauder tH 
计时 所 需要 的 ， 此 外 ， 极 秆 原 理 与 构造 壬 助 注 数 的 技巧 相 缚 合 已 
经 成 为 研究 偏向 分 方程 的 重要 手 野 之 一 . 
AA Okt R° 的 有 界 区 域 。 i 
定理 4 《 弱 极 值 原理 ), EET ELDE, QaU) 满足 
FUAD, F ER Gi = 1,2, n), c > 0, A uc con 
C(O) Hic OQ EE Lejf t 
sup # < sup 4*dC6Mluo, — (6.5 


其 中 C 依赖 于 n, — 5) 1016 与 ањо, 


证 明 。 分 两 步 : 

(1) 先 设 clr) ZR > 0, 4 p == u — sup at, Щ # 满足 
Lv f — c sup u* sf, Ор, (6.2) 
е = 0, жао E, 


如 果 о Ор хо REEE , Hl 
СВ у) < 0, роба) = 0, 
其 中 ро 表示 v 的 Hesse 矩阵 ， 因 此 
[| — a" Div + BDiv ],, = 0. 
由 (6.2) 
: efre) < ifluos 
因而 


+ 35 5 


sup r = И 
2 €p 
RA 
sup и =< sup s* +- -- NULL 


《2》 考 峙 一 般 情 况 clx) 22 0. Ф v= ги, ihz >o 8 
定 通 数 RIIK ЭҢИШИП БИИ :使 问 题 归结 为 上 述 特 丈 情人 次 Ж 
AHR M 
—айри 十 “ — 2 ай A) Diw 


+ E 十 一 1 (Ырга — а) ш = 一 t . (6.4) 


我 们 将 选取 *， 使 得 
z= 0, —a Diz + b D;z = 0, EaR, 
Шз Г e BOCA SEC 6 EEC) 中 所 讨论 的 情况 。 不妨 
设 避 包含 于 0< < d 的 带 形 区 域 中 , 则 取 
x == ea — en, 


34 o 充分 大 时 ,我 们 有 | 
—a'iD;;z + b'D;z = (alla? — bade 


вё — El a 
>. Í 1 ° )>o. 
注意 到 wlas 4， 出 第 一 步 的 结论 知 


sup w =< Ç If lua. 


ШАГ (6.1), 
定理 6.2. 在 定理 6.1 ЖН x in £4e соус) Wi 
是 方程 (4.3), 则 


]s|sa < sup Iu] + Clfloo, (6.5) 


其 中 C 依 赖 与 定理 6.1 相同 的 量 . 
证 明 。 将 定理 6.1 分 别 应 用 于 * 与 —u, 


. 37 = 


ШЖ. 236 f = 0 时 不 等 式 (6.1) ТАНД "a ИЕА OX dé uE 
BQ 上 失色"， 这 个 结论 比 断 言 “ 如 果 # 不 恒 为 常数 ， 则 = 一 定 不 
RETO ARII ARAB” S. ACEH 6.1 称 为 弱 极 值 原理 . 


$7. Dirichlet 问题 的 可 解 性 


考虑 Dirichlet 司 是 
— a Din + Diu + си = f; # Q 内 > (7.1) 
s= o, # aQ kL. (7.2) 


— 3)m7A. зх 00 属于 cl， 方程 (7.1? 的 系数 满足 (4.47， 
(4.5), e 22 0, fe CD) pe С(0), 其 中 0<а << 1。 则 间 题 
《7.1) ,C7.2) 存 在 唯一 的 解 » € CCO), 

证 明 . ЖЕФ = (), FEER а bh TEMPI C"CD)ON 一 

1,2,-:-) 使 得 它们 在 D Б-Н ab „с, 0, 一 
1,2,- ўл) Н. 


2 аву ОЛЕ, Yre Qc e R”, 


єм 22 0, ullao s 2191. (N —1,2,---5, 
145) ЕРЫ Jenja} < 24,. 


然后 考 志 近似 问题 
[79 оны + Рик + снин = fu, (EQ, 
ир 一 0,25 s E, 


由 第 一 章 定理 5.4, 问 题 (7.3》 存在 解 ay e WE Ca) wio), 
Н Sobolev RAEE uz € C'^(D) ,应 用 Schauder 全 局 估计 ( 定 
BB 5.3) 与 定理 6.2, 有 

[ам |za o < Clfslaso < 2С |} о» 
Ясю NS. 由 Ascoli-Arzelà SEE, {них} 存在 子 序 列 
dés) 在 C2) HUE k FACE FARE BAT CIO) 
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7.3) 


Rë e C7.1) (7.2), 
Жота ӨӨ ПЕЕ КА, RUIN EE ^ 
25 FE SE— RE HIDE ER, | 
定义 7.1， 称 有 界 区 域 OCR 具有 外 球 性 质 , 如 果 对 于 任意 
xE 60， 存 在 球 B,GOCR'NO, B,GO 0 = {r}. 
X387.2. шо FUB ZEE ILL; ECT 满足 条 件 〈4.4) Ы. 
(4.5), e 22 0, РЕ CCO), pe CCD), 其 中 Оа < 1. 则 间 题 
(7.1), C2) TEE АЈ ue cCA), 


ЕЕН, ERRA] {0y} 使 得 O, O, дс, JT cl g 
sup dise, 00) < L, ЖЕШ С Ж pwe CCO) В Eu 


т 


Plae EI 3B Dirichlet 问题 


[ Duis + b Diag + cu |, XE Оһ 内 ， (14) 


Ux" Фуз £ да, E. 
由 引 理 7.1 ,存在 ug € CDr) ERCA- ATERIA, H 
Schauder УҢ, У МЗ АЫ | 


[аъ [2,2 =< С.о + акау) 


1 
< c [itia + lølas + E} 


其 中 忆 不 依 束 于 N， 第 二 个 不 等 式 是 由 定理 62 得 到 的 。 由 
Ascoli-Arzelà РИК, {ну} Æ ССО") 中 存在 收 证 的 子 序列 ,应 用 
通常 的 对 角 线 序列 落 ,可 选取 (us) 的 子 序列 (ss r. Б s € 
CO), 使 得 对 于 任意 ОССО, HM Kk — со |} ну, 在 CO) 
中 政和 化 于 w。 在 (7.4) 的 方程 中 按 上 述 子 序列 取 极 限 , 立即 知道 
E OARE. A FORME se СОО) 且 满 足 边 条 
ECOD. 为 此 我 们 将 采用 兽 函 数 的 方法 。 对 于 zc 80, 设 BO) 
是 定 多 ?7.1 所 这 的 外 球 。 在 x+ 点 的 冰冰 数 是 指 满足 如 下 性 质 的 孙 
ЗК обу); 
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(1) аб) = Dol 20 38 re О\{ хор 时 。 
(2) o€ CB), Lo > 0, 
PERITA Ж Ta] EET Ж 
ю(к) = efe — pr, (7.5) 
Hch RE. AOSA DRAR EER ETR ЖЕТ 
BER ¿ > 0) 
Гло 22 [5a f(x, — yi)(x; — yi) — 24" 848 
"28b, — у,)1е P779 
zi4gig — 2nAB + 281A, p]e are. 
Жн d= diam О, Hg 8 DRK ME 
La 25 @ > 0, : (7.6) 
其 中 6 ERER. АТ ЛЕЛЕНИ s> 0, FE хо BUD Pk 
ох) 使 得 | 
(ФС) 一 e| < в, 4 x€ УС) Q m. 
由 于 оюб) 在 AS Gs SIE FPF BR C Л ХОТ в), "I 
使 得 
Соба) + qn) + в > plr) > —Co(x) + qn — ETE Q,. 
当真 充分 大 时 ,我 们 也 有 
Cos) + Gn) + 8 22 px (z) Z: —Co(x) + qx) — 8, rE д. 
H (7.6), СЗ КЕДЕ 
L(Co(as) + pn) + в) Z= Lay 
= LC— Cols) + р(х) — e), x € Ou, 
RE HARER, АГН 
Cox) + фк) + в >= uy) 
Z —Сш(х) + plr) — s, rE Gy, 
4 М co。 得 到 | 
` Cox) + qx) + e 22 sule) 
> Cale) + ф(х) — s, xc, 
È x 一 加 之 后 得 


+ 40 + 


eC) + s> Ба щи) ma) 2 ба) а, 


He 的 任意 性 ,和 有 
lim uix) 2 glxi). 

由 于 ne 389 的 任意 人 性， 知道 n (z) kusaka] ао EET 
(7.2). 

以 上 定理 的 证 明 方 共 是 十 分 重要 的 ， 关 于 Schauder 内 个 计 
的 应 用 以 及 利用 间 孙 数 证 明 解 满足 边界 条 件 的 技巧 都 具有 一 定 的 
普遍 意义 ， 

定理 7.3. 设 OO 属于 CQ < a < 1), 方程 (4) 的 系 
SEE (4.4) Ex (4.5), c > 0, fe C'CO), pë cem, 期 间 题 
(7.1),《7.25) 存 在 唯一 的 解 á € Cb (Q), — ‚- ТЫЕЛ 

WEBB. 不妨 设 ф= 0, H ӨО RTF C, a AREARE 
质 ; 因 此 问题 47.1) (7.2) 存在 解 нє CONC). 现在 我 们 
只 须 证 上 明 * 在 20 的 每 一 点 的 邻 域内 属于 Ci. 设 600, Ф 
是 第 一 章 定义 51 给 出 的 映射, 但 此 时 Фе ССР), p'e 
CD 我 们 现在 不 妨 设 ue C*e(Br) O cO Hé Bt 上 满足 
方程 (7?.1)。 然 后 证 明 нє CQ). 适当 磨 光 OB? 的 角 点 ， 我 


们 不 妨 认 为 3B7 ҖУК WF. TE PS Ж ЛЗ] риє CCB 使 得 
фу | эз vas, = 0 RH. 
{фм 一 sus? > 0, ЦМ оо Н, 

Ж л {Н le) Ей 

| pan + OP Duy M сия = f, ЧЕ B? P, (7.6) 

twlas+ = Фм» fE OB? E. 
由 定理 7.1 ,上 述 问 题 存在 解 nw € ССВ), 根据 Schauder 内 估 
计 与 极 值 原理 不 难 证 明 {нь} 存在 子 序 P| Gan], ETE uu, E 
B; Б-ГА u, HHT ÆR CCBI，{iw} 在 

CU) HRAT š, 在 (7 m4 №, — со, ШЖ 

—a Dia + ВЮ dcn = j, E Bt 内 ， 
gu, pn. OB) L, 


因此 在 В, 上 й а, 对 问题 (7.67 应 用 引 理 5.2, WE 
| UD'uy], y. =< C(flast + |им{ ов? } 
* 


= С{]|{{ as! + фов} 
其 中 C 与 N 无 关 , $ N — co, ШИВ 
[Dw] gr < CT 天 cm + Гарав 
EJ 


BD we CD. EER, 

附注 。 定 理 7.3 的 正明 事实 上 还 给 出 了 如 下 结论 : Wi 35 ЖШ 
(7.2) RORIS ЛЕ С4.4) 5564.5), z 22 0, f€ C=( О), 2 满足 外 球 条 
件 ， 其 部 分 边界 s 属于 C. WE фе CCB)N CIwCQU5)， 则 
Dirichlet 问题 (7.1),(7.2) 存 在 解 ue CONCA, EET E 
Ж Оссо, нє CCO), 


时 4$ * 
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AK 3523626 i EU И 38 ËJ — Br ЖЩ ЖУЖАН 9e 
局 的 L^ 估计。 利用 这 一 估计 ;我们 证 明 Dirichlet 问题 W? $86 
的 存在 性 。 这 些 绪 果 不 管 对 于 非 线 任 精 网 型 方程 还 是 对 于 抛物 型 
方程 的 研究 都 是 十 分 重要 的 ， mE 

RHOCT M JURIGEAHERG BE ЖЫДЫ, HATAR 
用 于 非 线 性 方程 时 这 一 点 是 需要 特别 注意 的 。 | 


$ 1. Marcinkiewicz 办 持 定 理 


X314. WE fe (0 之 0， 记 集合 
(O4 = reo > n. а. 1) 
函数 i 
дб) = | Af] 一 meastx € Q| |f GO) > ғ} (1.2) 
ЖКО f ВОО ТВАЯ. 
5181. 1. ix feL*(a) x SP < о), m 


证 明 。 FH Fubini 定理 
Í "DE | dx [7 prae 
o а . 


- {, а |, рі? іка dpl UT I rad dt, 
其 中 х. 表示 集合 4.(f) ' 上 的 特征 函数 。 由 此 空 得 (1.3). 
定义 1.2 (Marcinkiewicz 空间 )。 对 于 р 221, ЭГ 


AUS L* ZEOT LEO), 如果 
jf m inf LAE LAG) < r PAPI > 0} < оо, (1.4) 


LC 


бв. 


这 里 需要 注意 De lro 不 是 范 数 。 此 外 (Оу = 1900), WT 
实 上 由 于 fie = int elyiG) = 0}, A S > ifle WE А О 一 
0， 当 ¿< H|. Вр a CO > 0 由 定义 (1.4) 则 有 If). 一 |+. 
此 外 可 以 证 明 I 

L'(Q) S LI(Q)CL*(Q),V4 < p,q 2» 1, (1.5) 
ERENT FELO) 
СЕИ ғаз < ар HC) lr dr, 
(1.4). | 

Iflg < l. 

又 如 时 fe L1CO), HIILI.) 


[p a= | 14,0914 
< а (ааг + r q'A Раг 


< 101 Mif, a | sta оо, 


XX 13. йт L'(0)— LO) 的 拟 线 性 映射 ， 如 果 在 
在 &@>0 使 得 . 

IT вуд < ФОТ) + ITEN 

Vf, g€ L'O), a.e.Q, (1.6) 

ИЙ ЖЕНЕ T Ж Ср.) 型 的 ,如 果 存 在 C > 0 使 得 
Пса = C lifler VI € 1'0), 

记 005 

ll, 一 Bo Iila ifle — | 


TRAR Gp 型 的 ,如 果 . 
Uf. Q8 C if oco». Vf € соу. | 
ш (1.8) 知道 对 于 1 =< p. q < co， 如 果 了 是 强 55 Ф m 
87, Md 88 (pq) 型 的 - 
EHM 1.2 (Marcinkiewicz ЕЯ), " I =< p < q =< oo, 
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HIR EERRAS 7 EJES (p.p) ЖИЫ, УЕНЫ (4,4) 型 的 , 即 
IT fll, < == B Аар» vf € L*(9)5, (1.7) 
1711,6 < Balf lza Vf € 60). . (1.8) 
由 对 于 任意 rf:p 二 rf 过 4 T 是 强 Csr) 型 的 ; 且 
IT [lo < CB9B3^5, 


其 中 C 只 依赖 于 ropog 50:6) 中 的 0.0 — ы Tz 


Ожай. iw FELCO), РАЮ P= P + hs Жш 
0, 当 622 => Үз р 
hG) = lico, щ go eu 时 ， 
Ay 是 待定 常数 ，* m0, FARE fa € LO), Һеш"), d 
于 了 是 拟 线性 映射 ,因此 


measix € Q| ITf(x) | > s} 


== meas t TT | TA) > ipi 


+ meas копте ig КЕ 
mE 4 < ос, (1.7), (1.8) 501. 9) 我 们 有 | 
169 < - Gon. + CQ B) ЫЛ 
хвал | | 
. {, |T| dx = т, ri nds 
< оов)" ек|... . DL 
+ (2098, E uj 2 Ma, 


fier 
- aps. nd gts 
— 
гт ТҮ! 


son]. чаз |” 


2576 


- [epe se + вә". у], а, 


д т = (Вул, gi 
IT lo. < CB$BQ ^, 
其 中 C DP pgr 5 О. 
ШЖ 4 一 20， 可 取 了 充分 大 ， Казенне, 事实 


上 ,由 (1.8)， IT falle < В. ПАП. < Boys EB r— Y TEA ; RIS 


上 述 事实 。 然 后 英 似 于 当 4 < oo 时 的 推导 ,可 得 
. IT ken < Св, в, 
定理 证 毕 。 


$2.5 ME SL RR 


2/2 21, 3 [22 0, € LXR")， 则 对 于 任 党 国定 的 a> 0, 
存在 两 个 集合 F 与 9 使 得 : 

G) R' = РЏО,ЕПО = Ф, 

Gi fG) <, ае. Р, 

Gi) 9 一 U Qo {о} КА АРАТ РА Bh 

к=п 
的 立方 体 ,满足 如 下 估计 
о < |о,}(а)4к< a (k —1,2:--), (2.1) 

其 中 | 


í 1 
Je az = ier ho. 


WEB. 分 解 RU 成 等 立方 体 网 ,其 边 长 如 此 之 大 ,使 得 对 于 会 
意 这 样 的 立方 体 о 都 有 
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f, fdx < =, s | 
这 是 一 定 可 以 做 到 的 ,内 为 |ы. Роа 有 限 ， 将 每 一 0' 又 等 分 
成 2" 个 新 的 立方 体 0" 此 时 可 能 出 更 两 种 情况 ; 
情况 1, [. [dx = ©» 
f 2, j. fdx > а; 


当 第 二 种 情况 成 立时 , 我 们 选择 这 样 的 :8” 为 引 更 叙述 中 的 立 市 
® Q, 之 一 ,对 于 此 立方 休 ,(3) 显 然 成 立 , 因 为 


axi ‚Рах < 


Peppe dx © Го, 

如 果 第 一 种 情况 出 现 , 则 秋 续 剖 分 ,直至 情况 BA RAE 

хаж ВН 2 成 立 的 所 有 立方 体 Q, 的 并 集 , 而 令 

Е. RAO, Х „Т (i),(iii) BRRL. REFARAS GI). 

对 于 任意 z€ ， 必 存在 这 样 的 立方 体 列 {o E 
+€0,, |@,|— 9, MP I— оо Bs f 

且 对 于 每 一 个 0, dd 由 于 了 可 积 , 因 此 


Ка) 一 lim (i k, fM, а.е. F, 
由 此 知道 I 
Ках) © a, a.c. F, 
引 理 证 毕 。 | ` 
由 引 理 直接 可 得 到 | MEE oc 


191 < 2. (Ае 
事实 上 ,由 (2.1) 知 ; 
121 — > 1041 < > L| fan 和 去 Wl 
上 面 的 分 解 引 理 是 属于 Calderón 与 Zygmund Ё, BH TA 
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- 异 积分 算 子 的 研究 是 十 分 重要 的 ， 而 且 已 成 为 测度 论证 的 基本 方 
法 (参看 第 六 章 SD. 


$ 3. 位 势 方程 的 估计 


ATIZA, Laplace 方程 的 基本 解 为 


1 1 
ПО а Da. iain en 


对 于 pe CORO, ЖШ f ҖИҢЕ Newton 位 势 


wa) = [TG DEAE, (3.2) 

ZIR 34. ib fe CORP), Bü Newton fits w € C"(R) B 
ще. IE D 
Аю, ЧЄК, | (3.3) 

证 明 . 将 (3.2) 写成 -i 


wo) È p PEW — Das, 
ЖШ we C~CR*")， 应 用 分 部 积分 公式 
aw) 一 m ICEA Ce — &)4Е 


|. ae a de ТӨ! — Е)4& 


~ dm [uL висо 85 Ка 048, 
再 一 次 分 部 积分 后 得 


Аме (x) = lim " Т.С) — E) i zi 45. 
ПН Т АГС) 一 0 C4 上 | 36 0 时 ). 由 ГС) ЗЕК 
式 (3.1)3 不 准 计 算 上 述 极限 得 到 等 式 (3.3)， 

现在 将 (3.2) 写 成 w — Nf, 其 中 N 是 CR) = c“ CR") 的 
gikt, THERI £j. o; n) 定义 


= 8 " 


Tf — D4Nf, (34) 
其 中 Dg EGG 0, тонн СОВО) Z CR’) 


BERET 
ШЛЕМ fe RE SI, 
引 理 3.2 TĒ РСВ") 至 ŒR 的 有 界线 性 算 子 , 且 
IT len «1. (3.5) 


证 明 ， 先 设 fe CFCR"), 由 (3.3), 对 于 任意 球 Ва 一 BCO), 
[ом = |, Guy — 57 | Биер, 
Bp Bp т Ek 


对 上 式 右 端 两 次 分 部 积分 后 得 
| Рах = | У? Gies 
Bg Bg a 


+ | D, (os 5 paw "ds, (3.6 
T > f pu R je R x ) 


现 假设 f 的 支 集 sptfc Ba， 对 于 R 2R, 当 r€ ƏB. 时 
Dwl < | Inr DIE dE < S, 
Вк, R 


[e 
Dwl < | pr EIIE) dë < gr. 
Fs 


因此 在 (3.6) 中 令 R -— оо, hf #l f 
|. >; (Duwy dx = [.. Pdr, (3.7) 


хааж 
ITH < ПА, YEE CECR). 
由 于 ССК") 在 LR) dogs, 了 可 唯一 拓展 为 LR) 至 其 
本 身 的 有 界线 性 算 子 , 即 了 是 强 (2.2) 型 的 。 
引 理 3.3、 对 于 基本 解 FTGs)， 有 以 下 估计 


J& sup Í 
"a ШЕН 


其 中 了 只 依赖 于 sm. 


(DaT (z — £) — Dgr(x)ldx < co, (3.8) 


+ $ + 


和 证明。 利用 中 值 公式 | 
| | |DjT(x — Е) — DaT r) |dx 
BEST 
<Í КО У) [D;FCGx — АЕ) [|5,16 
Гаж [ш 


其 中 0 ea 过 1, 注意 到 T(x》 的 表达 式 与 ре АЕ 2 1 
(24 [xj 2 2 (216), m 

|, , Dus — E) — DaT Ge 

zr22| 


| с 
< — Ó———— 
JEN Je Er IEldx 


HI 
Lal јх = C, 
| sse ix^! * 


引 理 3.4。 T fESSCL, DÆ, 
证 明 。 先 设 fe CYCR”)， 净 分解 引 理应 用 于 |f(x)|, 则 存在 
F 与 8 使 得 
Ra = FUGOG,F(10 = ó, 
IG] =< =, ae. F, 


o= U о. 191 — > 10 2 11, 
k= + k=1 


fo, ах 2%, 


现在 定义 
f, x€ PF, 


‘OT | Odi  Gmn2o, O9 

b(x) = j(x) 一 g(x)， 容 易 看 出 8 与 5 具有 以 下 性 质 
[gx | S20, a.c. R”, (3.10) 
lele =< less lb #22» (3.11) 
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6x) == 0, E: xc FH, fo, b(x)dxz = 0 (== 1,2,5), 
(3.12) 


注意 到 fecia 与 (3.10),(3.11), g S HET L CR), W 
Ti Tg + Tb, АГЕ a с> 0 


мо (Ge Gum 


由 引 理 3.2, T 2948 (2,22 8I B, 289 (2,2) 型 的 ， 又 往 意 到 
(50),C3.41), RNE 


in (5) < s AERES 4 ШЫН, 


< ZE Wl. G.14) 


接着 估计 TE 小 将 Q, ЖКК 2 ni — pt 立方 
каз 0]. ® 


_ Ü Qt.F* = R^, f (3.15) 
BAN 7 | 
la sO n) 101 < су Mil. (3.6) 
xia 
bale) = birto, 一 MP ё 
842) 


(боа = 0, 
WER bi ECOG 一 1.2, E 


lé рио 0, A ¿— eo B$, 
lo, bi (z )dx = 0, (3.17) 


* >» 


和 想 据 算 子 了 的 定义 , 当 x € (ОУ = RAOTTN 


а 


TAG) = Da |o, TG 一 EJA) 


一 fa (Dalle — E) — Darla — 1t JACEE, 


其 中 <t 表示 0, 的 中 心 。 上 式 已 利用 了 (C3.17)。 在 (84) EX 
于 积分 ,应 用 引 理 3.3, 则 有 


ja ITA) ldx < su [y IPTG E) | 
— Dit G — z) ds e |o, ТВО ТАЕ 


<y fo, MAGJIA. 


由 于 当 = oo HP bj 5 Th dE L'RO 2 alik Т b, 5 
对 全 利用 Fatou 定理 ,在 上 式 令 【一 oo 可 得 


(шу TED lds < d ho, Glas — r |o, 6(Dlas, 
TÉ 


=< Ilé s 20» 
由 此 得 到 | 


meas {=€ F*|{T bl) > z} =< 一 ЛЯ, 


4 
a 
利用 (3.16), 我 们 有 

lrs (5) | OQ*! 十 meas {є Е*1||ТЬСт)| > z} 


< [4 + @ n ya) El, (3.18) 
将 估计 (3.147,(3.18) 代 人 (3.13) 得 到 


* 
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同样 利用 CIRY ж LR) 的 稠密 性 可 以 知道 上 式 对 于 任意 
fe L'(R') 也 成 立 , C3.190 BEST ЖЕНИП ‚1 2088 9, 

定理 3.5. 对 于 1 <р оо, (p.p) 型 的 。 
| РБА. 55078 3.2 555 [ E 3.4 RADE T Je 38 (2. 20 EH. 29 
S8(1,1)9 88. Н Marcinkiewicz 内 播 定理 ,对 于 1 < p S< 2,T E 
强 (p.p) 型 的 ， 


现在 设 2 < p< о, dip. 


， 对 于 任意 fs À € 
CER”) 


[о TIOR de= | ‚бәрә || „г DAE] az 


R 


R* 


— |. бийба |. TG КОЧЕ 
=f.. К ак |, x — E) Diih(x)dx 
-fa 


KO Da ||, rE — 28025] ag 
= ТЕ, 
HEX, Ж ЕИ lep 二 2， 由 前 面 已 证 的 事实 
| e TH ваз < СПЕВ Vf» he CER, 
AE | 
КУЕ = Cllfl e Vf ECER"), 
HAUPT JESR (рор) 型 的 ， 
f 上 面 的 方法 基本 上 是 属于 Caldéron-Zygmund Bj, 针对 位 势 
积分 的 簿 北 证 明 是 Trudinger 给 出 的 . 
定理 3.6， 设 нє WCB) 且 满 足 
m — Дй = f, 
则 对 于 1 <р < оо, FERR CEI 
[Dele = Сесар» 


HBCORBUE n.p. 
+ 93 9 


证 明 . 不妨 设 se CI(RD, H3UE 3.1 
ua) = | TG EXC AUCE) Yag 


= [a E DEE. 
-由 定理 3.5 立即 有 所 要 的 结果 


$ 4. W^? JN fh YF 


Гн —а#О ш + bD; + cu = f, # o р, ‚ агу 
ч = 0, iEO Q F. (4.25 
ЖУРСО А: 
FE à O 使 得 
ар Ze AE, Vx € OE € R°, (4.3) 


5 [а] coca) + M IB соз + leles =< A, (4.4) 
ij i 


a! € CCD) (fj = 1,2,:-*,0). (4.5) 
нА HESS Schauder 内 估计 的 方法 相仿 ， 

引 理 41， 证 方程 (4.1) 的 系数 满足 4.3) 一 (4.5)， 则 存在 仅 
依赖 于 mp Ala 与 а” HERRER R S1, 使 得 对 于 任意 
0—<R = Ro B.CO.u€WPMBO. =< p < oo HE Ве Б 
几乎 处 处 满足 方程 (4.1》 WI | 


[| Dillon o = С 位 ЇЇ бв + К-а.» (4.6) 


Et c 依赖 于 n.p. Af, : 
证 明 。 不 妨 设 1 一 1, UL Br 的 球 心 为 u. AAAA K 5 
程 (4.1) 写 成 


其 中 


а) Diu — F, (4.7) 


f= j t (s) 一 ай(ху)) Dau — Бри — en, 


= 54 + 


关于 常 系数 枉 回 型 方程 (4 DARTE 3.6 pE Jt: 


„Би, s СОР, (4.83 
其 由 C RRT mp 与 A/A, = 1. id а” DERB 
wR) = SUP a [a (X) — ойбу) |. (4.9) 
зграя А ' 


由 假定 [4.5) 当 R— 0 WF, o(R)— 0， 由 (4.8》 可 得 
[Dnle < C W|, + oR) Del + [и]. 


取 R> 0， 使 得 当 0<<R < К, bJ, CoR) <H 0 < 


R =< R, Bj, 
Waler < СР + Дае. 
又 应 用 Sobolev 22 [ЫАР PB SE A н] e BER JA Ж. 
定理 4.2. EE ECALDDBSR GER (4.3) —(4.5), УШ x€ 
W (Q) EO FJLSE SERERE 2; E (4.15, ME TEE оссо, 
有 | 


" 1 
[керш S cil Песоа + ШЕЕ 


其 中 < 依赖 于 п,р,А/1,„йїзї{0',д90} 以 及 а” 的 连续 横 。 
证 明 . 不 妨 设 4 一 1. 设 R 是 引 理 4.1 确定 的 常数， 记 


В, = min JR, sto” ,ao)), м5 e < R< S ас 


0", fE Br) 的 截断 函数 ,使 得 


Cx) = 1, E z€ B.C, | DEI < 


E Ck = 1,2). 


(R— 
& = нур 满足 方程 
~a" Dv + БЮ,» + ev == ў, 


其 中 
] = tf + (—a Dug + БОБ ун — 2a" Dig Din. 


应 用 引 理 4.1, 风 有 


рчл» < C ШЕЕ -L кырыы] 


'e 585 o 


c [lle + БИЛУ. 


1 
(К — p) 

* EP. мао |. 
简 记 B: 一 Bis); 并 应 用 内 播 不 等 式 , 有 


Еа [s {Юзи || а„› + Wila 


1 
кру "rael. 


根据 第 二 章 引 理 41， 对 于 ES P< R < Ё, 


IDiwllipea C URS + мкв). | 


1 
CR — р)? 
取 R= R, о + RS ВАА ЗЕРИ TRU ЕЗШ ИЕ 
i. | 


$5. W^" 全 局 估计 S 


f ШР W’ 估计 在 方法 上 与 Schauder РЕЖА, НЮ 
我 们 将 不 给 出 详细 证 明 ,只 三 述 其 主要 步骤 。 
B| S.A, Uk wc WC Bi) WC Bi, 其 中 Bio BrO) 
fix, > Osu fr ВЕП (х, > 0р ВАЮЕ, CARES E 
— An == ј,а.с. ВЕ, | (5.15 
Pull sss, < CIT (52) 
其 中 忆 只 依赖 于 n.p. : 
证 明 。 令 
` ux pt) MÀ r, > 0б hj, 
“ { ыу, TP 尖 gn < 0 时 ， 


< 56 ° 


MU #é WCB) 生存 Br 上 几乎 处 处 满足 
—Аай = f, 
应 用 定理 3.6, c8 
[Dilao < CI zen sS 2C lirat 
E rf (5.2), 

引 理 5.2 设 方程 (4.1) 的 系数 满足 (4.3) 一 (4.5) 如 包含 部 分 
平 边 界 SQQCRIQSCOBI, FERRAT s.p. A 与 e" 的 
ERRER R 与 C, EXT {ж 0 < R < R, 与 球 心 位 于 
8 上 的 半球 BECO, ШМ ue WCRE NWE CBE), 在 ӘВЕ П 
ix. > 0) MEARE Bi 上 几 平 处 处 满足 方程 《4.1); 则 


ll D° ioni) s С p Мав) + R^ jer] (5.3) 


引 理 5.3， 在 引 理 5.2 的 假定 下 和 如果 se W^*(0), TES E 
“一 0 且 在 9 内 几乎 处 处 满足 方程 (4.1), 则 对 于 任意 ОССО 
5, 我们 有 


lulia < c {È ifsa + iha G) 


Xu C ЖР n.p. A/1.dist(O' ,390\5} 以 及 a" 的 连续 模 , 

最 后 我 们 可 得 到 п 全 局 估计 . 

定理 5.4 设 00 属于 C+， 方 程 (4.17 的 系数 满足 【4.3) 一 
(4.5)， 如 果 «e рео) (0) Hie О А ЛАР EAE аа 
(4.1),  ] 


lulu, < с Í1 lilere + lelero, (5.5) 
А 


Яс nip A/A,0 以 及 а 的 连续 模 。 
хя HSM, Wh 估计 依赖 于 a" 的 连续 模 , 因 此 在 
应 用 时 必须 特别 小 心 。 | 
附注 ， 考 虑 非 齐 次 边 值 条 件 
. 87 p, 在 9Q E, (5.6) 
其 中 gew^(Q). iR аЄ (0), 5 一 gE 87100) НЛ 
+ 57 + 


处 处 满足 方程 (4.1), 则 称 w 是 Dirichlet 问题 (4.1),05.6) 的 解 (或 
称 为 强 解 )， 如 果 记 
ipil wa bg 一 іп {Фоа Ф € WCA), 


Ф — фЄ (0), 
则 当 seno) ERREGI GORRE RITA tr 
læ [ароз < C ART lero + ie 到 "rag 
+ [соз 


$ б. W^" WEBUZEZERE 


SUITE НА ЕЕН, БТА BU SU Ж, HH 
Aleksandrov JIER, ЕНГ SEE bata Sud HOS IET 
ет. хажар РАВНА, 

定理 61. БЕЛСАТ EIE ARE (4.3), CO, Н о 220. 如 
3X иес) ПИ") 满足 方程 (4.1)》 Ca. e. Оу, 


sup fal < sup || + C E [ifla (6.1) 
0 84 1 


其 中 C 只 依赖 于 »„А/4 与 бапо, 

利用 这 一 结论 , 我 们 可 得 到 Dirichlet 问题 (4.1), (5.6) 在 
WRG S п) 的 可 解 社 . 

BIN 6.2. it ао 属于 Cae(c > 0, 方程 (4.1) WARRE 
(43)—(45) B. ez 0, 又 设 SCÓO 相对 于 99 Ж, pE 
С(0), BESE p= 0, fe L'CO)Cp 2 ny, Е x € СО) 
(CC) 满足 (4.1) 5 (5.6) 且 对 于 任意 Q'CCOUS, 有 ue 
уса"). | 

证 明 。 第 一 步 : Jois $ = 20, 26 o LEA ай, bi senoin 
ec*(9) 使 得 

fy — KL*C0)), ad — a CC), 


by b en (LOY 


(6.2) 


ОҢ. all, Бем WIE CA.3)— (4.5), ай ETNA BERE. LE 


“лн dk. 考虑 近似 问题 
[pan + ФР ин + cuy = jy. Æ Ор, (6.3) 
им = 0, 在 дО i. 
由 第 二 章 67 知道 (6.37》 ДЕТЕЙ mw € C00). PSP we 
W> (Q YW; (O, H W^* MN D. 


[ну latc) = с - 一 = Uslu, 


he 5N 2, 由 Ow) — $5 ж Xt Ë, {йм} Йй 
ЕТЕР РЕЗ К Г sewwa, FARE wew"Q»n' 
Ио?) 且 几 平 处 处 满足 方程 (4.1》。 f 
第 二 步 : ÉES JE 30 WATE, HERRA pwe CXD) B 
ESE qx = 0 使 得 pw 一 pCC(2))。 考 虑 方程 (4.1》 与 边 条 件 
uloQ = фу. (6.4) 
由 第 一 步 的 结论 知道 (4.1) 与 (6.4) 存 在 解 ww € ИСО) Н «y — 
ex € W СО), 由 И"? 边界 估计 的 局 部 结果 (4 引 理 5.3) 
| [къу << C (If||ascoy + iex ес) (6.52 
Жш oo'ccoUS.c 与 六 无 关 。 由 估计 (6.1), 对 于 任意 N.N, 
sup|#s 一 s | < suplpx 一 Фи |. 
因此 ww ВОВСЕ SIDE EE we ССО), 又 由 Wt 内 部 估计 
与 对 角 线 序列 法 ，{ew} 可 抽 子 序列 在 WA) É X FE e dk 
到 я, 因此 ме ИСО) ССО), Sqmtigibgi Cos) 可 得 到 。 
y AMAA TA 
= (L|L = —2"D;; + PD; + ç Hi (4.3)—(4.5),c > 01, 
(6.6) 
Нар (4.5) pic px Aag, 107 62 — a (у) < eCR)CI < i,$ < n), 


a R— 0t hf, cao (R) — 0, 
定理 6.3. р LeS, DA eC, Dirichlet 问题 
(4.1, (4.238 Р WG < p < оо) 的 解 都 是 叭 一般。 则 对 


+ 59 + 


于 任意 有 界 区 域 0,00 € Co， 问题 (41,(4.2) 的 解 we WCO) 
AB air 
Пауерс < < ШШ УТ (6.73 


Hoh c RRT tsps AJA, Q Lx a (R), 

进一步 可 证 : 如 果 ELU < p < оо), HB Dirichlet [Hj 
题 (4.1》,《4.2) 必 存在 解 x € W^*COYOW:'" CO). 

证 明 。 不 站 设 1 1. 如果 (6.7) 不 成 立 , HT ҤЕА N, 
DFE Ln 一 一 oNDi t Бр + ek € Z , js € LP, иу € WCO) 
ГСО) 使 得 Елим 77 fys имла 一 1， 但 是 

[жы llasay = N Ц luan, 
由 全 局 Wt 估计 ,我 们 有 


Лях Пес < С о) + Пам его} 


< £ [хө + С, 


Жүн Сз 208 I| 33 N 2 2С 时 , 则 有 
se at ду = С, 

因此 存在 ww 的 子 序列 在 WC) hii К РЖ OH Ж <€ 
w^*(o), 同样 asben 与 i 也 有 子 序 列 满 足 46.27， 由 此 不 
难 验证 neW PONO) Bii Lu= 0, jule == 1, {Н 
EDEUXT ME—PERU XE, Liat ЛАА. TÆ C6.7 SIE, 

其 次 证 明 Ww ре ТЕЕ, Aom 6.2 证 明 的 第 一 步 一 样 ， 
考虑 近似 问题 (6.3), 由 于 20 ЖР С", АНКЕ, AHE h 
第 二 章 定理 7.2, 问题 46.3) 存 在 解 es С?°(0)П СОО), 我 们 需 
SEUEHB ww Є ИСО), ЯВАГ 到 ?全 局 估计 ,定理 的 结论 垂 
手 可 得 。 为 此 只 需 证 明 ww 在 每 一 边界 点 附近 属于 И? 1 xa € 
ӨӨ, HRE 00 € C", 设 P 与 加 是 第 一 章 定 义 5.1 中 的 x, ЧӘ 
域 与 映射 。 我 们 可 以 磨 光 381 的 衣 点 ;因此 不 妨 设 ӘВү 充分 光 
@. © у= ф(х), id £u) = uod Cy), Д zy 满足 方程 


Duty + PD + ¿sN = Їуз 


» • 


р 


gi a ad Be Әр gea ир бу у pi 89, 
== J Tr . P == г Ux 十 而 GN. 
2% “м Bx; Өх; x FN Ox;Qxj ч джу’ 
ён = euo ', fy = оф‘, 
对 于 ç 一 maxis.pl. jn Є РВ), НУРЖ 6.1, 5138 6.2, ax Є 
W^: (Bi), ШАРЕ х, N sx 在 和 附近 属于 WU. 因而 


属于 W**， 这 就 是 我 们 所 需要 的 。 定 理 证 毕 . 

虽然 定理 6.3 已 经 得 到 了 wt 解 存 在 性 的 结果 ,但 它 是 在 唯 
一 性 的 前 提 下 证 明 的 。 当 poc e „ШЖ RE 6.1 , ЕЕ [B RN 
已 彻底 解决 了 ,但 当 paa 有 时， 我 们 不 得 不 证 明 Wt 解 的 唯一 
Ж. 

定理 6.4. 设 OcCU. ре, WAF 1 <р < co, 问题 
44.1),(42)%Тт WON О” ГО) 的 解 是 唯一 的 ， 

证 明 。 第 一 步 ; 证 明 存 在 c> 0 使 得 

Lu + ти = 0) | (6.8) 

在 WDN) 中 只 有 零 解 。 不 妨 设 4 一 1。 FP ЗЕ Ж 
量 的 方法 ,考虑 # ] 维 空间 RU, 其 上 的 点 记 为 (irora 
D, Hie 


= 0 x {(—1,D CCR", 

在 马上 考虑 算 子 
L — L — D,, 
容易 验证 ， 如 果 w 是 方程 (6.8) 的 解 , 则 (x. 1) = [coscsz]u(=) 
满 是 
Le 0, 
уч A 1 1 
яа @ = ox(- 1, 2), mum 5з, 
ledio e on = С lle llea s C Пе юш)» 


其 中 C RS np Ali 0 以 及 а 的 连续 模 有 关 ， 与 9 无 关 ， 特 
别 地 


. бі ч 


Dar llron =< С [| грса›» 


i Lon 
oreo |, 1 совой лаг) < Cato. 
mE 


== 
在 上 上 面 的 积分 中 作 变 量 替 的 = 一 сіб, HR cl, WA 


9 9 lulio (оона < Clans. 

取 © ЗУ КОЧ np A/A 以 及 a" 的 连续 模 )， 则 必 有 有 
x 一 0， 类 似 于 定理 6.3 ЮНЕ, ЖЕЙДИ ACIER Z — (L + o 
IL eS), арж feL CO), UW Dirichlet 问题 

" + ou = f, aD, 

«c wW^*co)n WCO) 
必 存 在 解 。 

第 二 步 : 设 не WC0)N wit(QO)(p < n) 满足 Luc 0, 

现 证 # 一 了。 首先 由 Sobolev EM, ч DBT L2), 其 中 
1 1 1 


7 =ч > T7 现在 设 5 为 第 一 步 所 确定 的 数 , = 满足 


Lx + ou = $. 
其 中 f—cweltQ0). 由 第 一 步 所 得 的 结果 知道 ，* 必 属 于 
WCO), WR ЛГ s, ЖЕ LEDR, "9 wc We, J. 


中 二 一 二 一 了 一 上 一 小 ,经 有 限 步 之 后 ， 必 有 we wa), 
Ф q я P 2n 


应 用 定理 6.1,]]] х = 0, 
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. 第 四 章 De Giorgi-Nash 估计 


无 论 是 Schauder 估计 还 是 ИР? 估计 ,至 少 都 要 求 椭 画 型 方 
程 的 首 项 系数 是 连续 的 ， 这 就 使 得 它们 往往 不 能 直接 应 用 于 非 线 
性 方程 。1957 年 De Giorgi 得 到 了 有 界 可 测 系数 的 散 度 型 柄 图 
型 方程 解 的 Hilder 模 估 计 ，1958 年 Nash 对 于 抛物 型 方程 独 
立地 得 到 了 类 似 的 估计 ， 这 些 对 于 氢 线 性 棋 岗 型 与 怨 物 型 方程 的 
研究 无 疑 是 一 重大 突破 ，1960 年 Moser 又 给 出 了 这 一 估计 的 新 
的 算 化 的 证 明 ,并 得 到 了 解 的 Harnack 不 等 式 ， 他 的 方 潜 已 成 为 
研究 弱 解 正则 性 的 经 典 方法 之 一 ， 


$ 1. 能 解 的 局 部 性 质 


这 一 节 将 讨论 以 下 散 度 型 方程 


—Di(a'D;u) + Би + cu = 0, (1.1) 
其 系数 满足 : 
在 在 AIAX, 使 得 
Ара? АЕР, Vre g, ġe R*, (1.2) 


>, lera > ПЕ соз + lelia < А, (1.3) 
"m š 


为 了 计算 简便 ,线索 清晰 ,我 们 只 讨论 
—Di(a' (x) D;u ) = 0, GLY 
在 定理 的 证 明 中 也 只 讨论 ?之 3 的 情况 ， 但 是 讨论 的 方法 对 方程 
(LIJE я 一 2 是 完全 适用 的 ， 
3| l1. 设 Ф{)е C 人 (有 R) Нәби. 
(1) dni EAEI FR, b'(sy 220, Ш s = piu) 
也 是 方程 (1.17 Bog ТЖ. 
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(2) WR e 是 方程 (1.1) 0938 LAE, ФО) < 0, BJ о = GO 
是 方程 (1.17 的 弱 下 解 ， 

证 明 。 这 里 只 证 肯 (1), 先 设 Be CLIOR), Hank PO) > 
0,» 是 方程 《1.17 РО КАЕ, v= Фи). ATER peco), 
pz, 


| a Div Dipdx == f. P(u)a?DiuDipdx 
一 |, a" Diu Di(P'(u)o)ax 
— |. a” Di Diub (u)odx = 0, 
这 说 明 ”是 方程 (17 的 弱 下 解 。 

对 于 一 般 巧 函数 0(:). НЫН RS 36583 6.00, 384105 Ж Ж 
qs) = 0, P(t) ура, ШЕРТШ, #, = Ф.(н)(т > 0) = 
СЛУ РА, BH | 

0 >= |. a" Dis,Djipdx = " Qi(u)a/D,uDipdr, 
由 控制 政 合 定理 , 令 r 一 0*, 1 1 


0 > j. a" DivDidx, 


5|gE fS UE, 
作为 一 个 特例 、 如 果 * 是 方程 (1.1) 的 弱 下 解 , 则 w+ 也 是 方 
程 (1.1) 的 弱 下 解 ， 
引 理 L2 (局 部 极 值 原理 )。 E ve Wi 六 Bg) 是 方程 (1.1》 
的 有 界 弱 下 解 ,条 和 任 (1.2) 成 立 。 则 对 于 任意 请 > 0,0 8 < 1, 
们 有 


1 

P 

esssup e = C (i Сена) А (1.4) 
Ban B. 


ЖФСЖ п, ЇХ, р 与 (1 一 8y!, 


ja tn m cr | man 


X: 


证 明 。 先 设 p > 2,v 是 (1.1) 的 弱 下 和 解 ,由 引 理 1.1, et 也 是 
(1.1y E38 FRE LESER ЫЛЕ p >De 满足 


í a" D,oDipdx << 0,Vq e Wi"(Bg),q zz 0, 
W pe "TNT ER e Cs], WA 
Е j, a" Dijo Di( ivt" )dx < 0, 
由 此 可 得 
| (#— 1) |, papir цак | 
=< —2 j, enr ED Dita, 
应 用 Cauchy RER 
(p— 1 N Dy? Do |! « С |. I DC | otda, 
Hop c НЕШЕ sa, В ори роб, RN 
有 
| UID tz < С f. (Dr vtd, 
Hb RE 18 i | 
|, IDE а < c N | DL |'»?dx, 
应 用 Sobolev BA GERE 


(Я шу" as i «c f. ID; Peds, ( L3) 


п — 2 


ERE 2*= ——,c 只 依赖 于 m ARS ARB Р. Е 
В, 一 R (e + iA) (#+—0,1,2,+-.), (16) 
| КӨ (0,1) PERS, н pe Cg) 0 Lu 1 НЕ 
4 Fa 


Вк, 上 GG — 1, 
2 249 

IDEE © M Rus G —6)R* 

在 (1.5) 中 分 别 取 Bat 为 Вк,» бз WAE 


n= 


ША . C4* Í Е 
r" — d ) = .—— fdr, 1.7 
(|, уак ü —8ym hu, " ^^ (17) 


bn 


ап (Ey a 01,20,50), (Луций Р n3 


JF рь 次 方 , 则 有 | 
c^ ть 
elena, « [a s] " LAM 
迭代 之 后 得 到 | 
g s 
lere, < [уа ”4 
注意 到 OX A вк, D et, шн 
то Ёа 2р 
ыа "eZ 
[(1 一 0)R15 * 
4 k— oo, dX] 
С 


е = — . ! 
"m ^ TG — RI |” onm 


REH рр» 2?， 引 理 得 证 ， 现 假定 0<p < 2, XYr(nspnEp-— 
2， 它 可 写成 


(1.8) 


: i 
С аё 
sup y & ——— (sup s) `š (| etas) " 
Per [(1 一 DR] ( "d B 
应 用 Young 不 等 式 
1 c ， 
"i in 2 m + [Gü = 8)R]*'* LATO. 


+ 66 * 


ië eG) = supr, ЖЕЕ :一 ӨЙ,  — R, WA 


lo, Ç 
£) € — D + — 
pks) "E ) (= y7 


В ао 41,0 
pR) < 


lle i] VO < í < t < R. 


3 
РВ) 


— € jl 
[Q 091 "erae 


上 式 即 为 所 求 。 

上 面 引 理 的 证 明 方法 称 为 Moser 选 代 ， 它 与 De Giorgi 3k 
代 一 起 成 为 先 验 估计 的 重要 方法 。 | 

_ 附注。 事实 上 , 引 理 中 关于 弱 解 有 界 性 的 假定 是 可 以 去 掉 的 ， 

Р ІСТ, Жл]. 

引 理 13 (58 Harnack Жа). 设 " 是 方程 (1.I7 YE Bog 
(a > 1) 上 的 有 界 非 负 弱 上 和 解 , 条 件 (1.2) 在 Bus 上 成 立 ; 则 存在 
Pa > 0,C > 0 1548 


ess inf > ES (i очаг)" › ҸО < 0 «1, (1.9) 
BOR С Вр 


其 中 Р» С 只 依赖 于 n, Af A. (е 一 15 ,(1 — 8), 
l 
| I, ніх = EN NT 
ШЕВА. Kihia e > s 0, БУ vc К о. tou 
R = 1, H3] CL1)Q2), v7 ROLL ISTE ЯМАШ ЕЙ, X 由 
引 理 1.2, 


ess бир e^ f < C | vds, 
By В 


于 是 


一 上 
ess inf » Z C (Í a) * 
Eg B, . 


= GU li СА etds | n [| etas] ud 
Js, 8, B, 


. 67 = 


由 此 可 以 春 出 为 证 明 (1.9) , Н ЖЕНДИ E ZE p > 0 使 得 


|, v Pdr |, v*dx SC, f (1.10) 
4 w—ne— 8,8 待定 ,我们 将 建立 估计 (对 某 p > 0) 
| erividr = С, (1.11) 


这 蕴含 着 
Í EP's nr) r = C E | ertiov By = C, 
n B, 


MAER , 则 有 (1.10)。 现 在 问题 归结 为 估计 (1.11)。 
由 假定 "是 方程 《1.1》 在 8。 上 的 器 上 解 ， 对 于 任意 оё 
Wi"(Q),p 20, BEBER s o, 则 有 


Í s" DieDi(v o)dx zm 0. 
简单 计算 后 可 得 
|, a Diw Dipdx 一 |, (Due Duo ур 22 0, 

M Wi*(Q),o 25 0. (1.12) 
> Ж ¿€ C#(B,), # B, 上 二 一 1 在 (112) 中 
JR wp 一 并 应 用 Cauchy KERMA 

|, Ca" Duo Diwdz « 8 Í, аїр. 
AUR Dün O) И) 00 . 

NITET (аз) 

其 中 C 只 依赖 于 п, АА 与 (9—1). 如果 取 8 — f айа, ЕН 


` I + 
ёт mm —. 
id T 


Poincaré 不 等 式 , 则 有 2 
|, olds < с. ал 

接着 我 们 要 估计 lvls ,其 中 9 为 任意 >22 ER ПЕНИЕ 

Ж, BEKARE Moer Ж. 在 《1.12) DAUERN p= 


+ 68 * 


Сета 21), Boh te CECR), MM б 


|, Т ванда < 29 | Clo" a" DiDilwldz O. 


Mmi 


+ Í 251 w | tat D;w Dic dx, NM (1.153 
B, ` E DOR ЕС 
利用 Young 不 等 式 
241g 7 297 1 ыя + GQ, 
2g 

于 是 由 (1.15) 可 得 

=) баш | Рио < (2401 , аїр, ира >! 

ў B; а 

+Í Ql Pra Dae Dibaz 
4g Br ©, 


+44 n a" Me |'*D;z Dit dee, 


整理 之 后 并 应 用 正定 性 条 件 (1.2) 与 估计 (1.13), 我 们 得 到 
1 Í, Diel'*1Dwl'dzs CAC gy" 


+isag |. jw IDE lidas i (1.16) 


其 中 C 与 4 无 关 。 对 于 B mül,rIe0,0 +r=< E (9) 为 关 
于 Bs 5 Ba, AREER, RH BO x IE 
TEC) OSESE, 


Ç= 134 z€ B, IDE] <=, es 


注意 到 (应 用 Cauchy RERS Yomg 不 等 式 ) 
Са о || < 290 wl DIM + 20] DC] e n 
s Да Dw |? + gilet? c 4r hw 128 
< ерю] t lwj + Ct artus 
由 C1.16) 可 得 
j. | DG? Ре) | da sx C(29) + с | |w "tn, 


st 


й 


ш 


， 利 用 


hc Riki m А/ 与 (# 12 dd а = 
Sobolev ЖА 338 , WA 


1 
B (|, lw Poedz ) =< C(29y'! + Ста |, lw |2945, 
s $+r 


(1.17) 
m 
4 mau mah mau cT (magnes) 
则 (1.172 给 出 了 
1 
(fs еа) = C(k)' 6707 + C(A&)' j. DILDO 
BART € 方 之 后 并 记 | 
„-(} ie. 
得 | 
єс a+ у, ia (i= L,2,---3, 


交代 之 所 得 到 


一 -i 
h«c Y м С TTA) UN G — 1.2... 


imi 


注意 到 > cec cu, MWE 


: lj Ck СІ, (j= 1,2,---), | 
对 于 任意 整数 4;= 2， 存 在 dle tela 2, WIE) Hölder 
不 等 式 与 估计 (1.14)， 

lel Cli Ca + Gr ёд, 422, 
注意 到 2* =< etg, . 


: j. jw | fdx = Či (Ce)tg!, 422,1 ` : 


. 78» 


о ре (20е), Mj 


| КАГАРЫ dx ss, а > 2, 
5 41 


关于 а 求 和 后 得 到 
| {, et'dx « C, 


这 就 是 所 要 的 | BEEN 

定理 1.4 (Harnack KEA) Ub EJE (11у 在 Be 上 
НАЕ ЭНЕ Ж. RODE Bre 上 成 立 ， 则 对 于 任意 0 < 6< 
1, RNA 


ess sup # € Cess inf s, (1.18) 
EuR Вер 


СЯ mAn 与 GQ — 0)”, 
证 明 . XX R, 一 ++ R, BIE 12 


ess Sup и С |P. PL 
其 中 p, 是 由 引 理 1.3 所 确定 的 数 。 又 由 引 理 1.3, 


1 
ess inf # > С^! [far аа) ^" А 
Рак 1 


联结 上 两 不 等 式 , 立 每 (1.18). 
-§ 2. 内 部 Holder 连续 性 


下 面 的 辅助 性 引 理 是 我 们 在 证 明 Holder 连续 性 时 经 常 要 用 
到 的 - | MM 
ЗІ 21. 3E o(R) 是 定义 于 DO, R] 上 的 非 碱 非 负 函 数 . 
如 果 存 在 0-0.» 1,0 а, Кс 0 使 得 

(ӨК) < nol R) + КЕ", VO < R < R,, (2.1) 
则 存在 0<7 =< a,C 2 0, gi 
. 711 


e(R) < € (& ) Lo(R,) + KRš1, (2.2) 


其 中 Y, C ЗУХА д, та. 
ШЕҢ. Ub Qe (R RO, 2 Р, = 005—1, 2,:-:), H 
BRE GILERA | 
o(R A) < зок R,) + KR; (s—c0,1,2,--. (2.3) 
Жа r> 1， 和 否则 可 适当 地 使 1 接近 于 1. 利用 《2.3) xk 
代 ， 我 们 得 到 


) < olk, 了 十 s Kq"R? , 


m ñ 


1-1 
= nwl R.) + КЕЁ ӨТ >° 1"9 Ды 


"mh 


= fol Ra ) + KR (67 M 
ayj — 


«a [o(R,) + CKR31, 
其 中 人 只 依赖 于 ompa. HF s= logs =, 因此 


«QA (Ë) 7 савак + коз, 
Boro 122, ue 


uR) < C (SY [co( R,) + КЕ$], 


M Ë, 跑 遍 (RS R) Bp. К, G = 0,1,2,+--) 跑 遍 [0, К], 51 
máx. | GOAT 
”定理 2.2， 设 方程 (1.1)' 满 足 条 件 (1.2) , * EHE OY 的 有 
ПМД C 0,0 т <1 使 得 对 于 任意 OC, dH 
ess osc w =< C (£-) е OSC H, (2.4) 


Spis) РЕ Ba 2 


ee * 


其 中 d, = dist(z,ƏQY, C 与 了 只 依赖 于 n, АЈА, ess ose s= 
á 
ess sup w— ss inf g, 
4 4 
证 明 ， 记 MR) — ess sup и, mR) = css infa, ol R) 一 
Epira) Egl xq) 


MCR) 一 m(R), Eh 0<R = du WEG p = 一 m(R), Ш 


"ЖОЛУ Вх) ERARI ARA HEE 1.4， 对 于 任意 
0«cO < U, Ж 


Cess inf s Zz ess sup v, 
BgR EBR 


Bp 
C(m(8R) — m(R)) 2 (M (GR) — mCR)). 


于 是 
о(6Ку= M(OR) — m(0R) = M(OR) 


— Lo + = (M (SR) 一 GR) 
< (1— Ł) M0R) — m(R) (t — Z) 
«(1— Leo. 


H1 5128 2.1 立 好 有 所 要 的 结果 ， 

形式 为 《2.4) 的 估计 实际 上 就 蕴含 着 е 的 内 部 Holder ЖЖ 
Е. 

推论 。 在 定理 22 的 条 件 下 , корр ( 指 几 平 处 处 等 于 
某 一 在 如 内 连续 的 函数 )， 且 存在 C > 0 与 0<r < 1， 使 得 对 于 
任意 的 x »€40, WE 


С) но) < С (“= лу оа (2.5) 


KZ, 一 minid,,4,)],C 与 Y 只 依赖 于 # 与 AA, 
证 明 。 首 先 证 明 # 在 名 内 连续 .对 于 任意 z€ 0,0 < 8 < da 
定义 
» 73 ж 


uz) 一 — 1 u(x)dz, 


В „| m 


ATER 0,00 te dm do ШИНЕ СТА), RMA 
ева) — веб) = (ut) — ux) | dx 


ТЕГ | E22 


= ess osc ú =< C 72) lll emos. 
Врх) d, 


因此 当 8 — 0 BF, моа) BaT ВА sx). Du BOX 
Wir Se E Q ME CF DURS ER ЖЧ, PREP 570, sex) 
在 {re ald, > 8) 上 是 连续 的 ， 因 此 ZG # Q A WE 22, FH 
Lebesgue 微分 定理 ， 当 8 一 0 HÍ, моа) — на) (а.е.0), DRE 
ибх) = (к) (а.е.0), XX TERUEL DO «QD ЖЯ ТЕ 9 W X 
Ж. 


HÆR ir (2.5). dn ix — y| 22-—4„„„ 显然 


lux) — wt) x 20 .Eley 


如 果 je yl — dry 不妨 设 du, m 4d， 由 估计 (2.4) 


lu) — а) & os и С (sy ио. 
B N g, 


АРЕ 
推论 得 证 ， 
我 们 现在 将 考 碟 非 齐 次 方程 
—Di(af Dia) + bDi t enu m| f EDF (2.6) 
同样 为 了 简便 ,我 们 只 考虑 
—Di(a'D;u) = f + bif. (2.6) 


E 2.3. Vp e EE (2) PRE 70770 2.6) 的 系数 满足 
《1.2)7， 对 于 某 个 477 з, F€ LQ), FELO), 其 中 gx 一 


woo Wiricooh 0<r < 1 使 得 对 于 年 意 Ba(*)C 2 Ж 


t 747 


T 
ess osc н X e(&) [es osc # + diCf lett 
Egis) d Ba 00) 


x 


+ Укоз) |, (27) 


Жү с^ Н ИТ n 55 ЛА 与 diam 0, 
证 明 。 对 于 Br Ba(x)0C Q, ҢИРИ Dirichlet [n] 题 
[726 = f + Dif, 在 Вк 内 ， 
r= 0, Æ Br 上 
ВОЗЛЕ. НЯ — 18 ARRE s< W (В) 是 存在 的 ， 而 
HEBES ЖКН [E Pa gg 


lle lz" < C Fil Belan) | 


其 中 F, = fits + > Ша. WES ш = и — v, We RA 


1 1 
A gy 


< CRTR, (2.8) 


T 

—Di(a" Diu) = 0 
的 弱 解 。 如 具 用 eR). оК), oR) 分 别 记 и, ш, ә 在 
Bera) 的 振幅 , 由 定理 2.2, 对 于 0<0 < 1, 


| 


1 
es (R) < (1 — eG) OERS dn (29) 


对 于 0< el, 由 (2.99) 与 <2.87 
io, (OR) = opl ORY) + i, COR) 


= (1 — i) о.к) + o, (OR) 
=< (1 -— 2) eR) * uA M 


< (1 — +) e,(R) HCFR? 


应 用 引 理 2L KRAE FEC > 0 与 0<y < 1 使 得 


* 75 + 


e (R) < С (2Y Go (R) + FART), 


EHHE. 


$ 3. 全 局 Holder EE 


为 了 得 到 边界 附近 的 Halder 模 估 计 ， 需 要 对 区 域名 的 边界 
附加 一 定 的 条 件 。 

定义 3.1。 我 们 称 怠 具有 一 致 外 锥 性质 ， 如 果 存 在 某 一 高 为 
4 的 锥 У, ВАЕ ТЕЕ xc 690, 都 有 以 х 为 顶 的 全 等 于 V, 
的 锥 在 如 之 外 ， 


x Xy € oo, id 
ui = рахим}, E: ХЕ Bg eno 时 ， (31) 
“ lu, 当 хє Ba(s)NO Е, | 
_ minum} 24 xe BRID ПО Hf, 
“一 当 кєм, (2 


引 理 31， 设 ”是 方程 〈1.17 HARR F SE, љє 20, ја 
up ә, MATES p> 0,0<89<1, 


M= s 
agi Bgiz,) 
i 
p 
sup sh < C [aco С ; (3.3) 
Ear, 


其 中 只 依赖 于 nA 5 (1 — 6". 

证 明 ， 取 检验 函数 wo UIet 一 MI Ип £ Bb BS 
的 截断 郑 煞 ,容易 看 出 pewa) B w 之 9， 证 有 明 的 其 它 部 分 
完全 类 似 于 引 理 1.2, 

引 理 3.2. iz vr 是 方程 (1.1) 的 有 界 非 负 弱 上 解 。8 其 有 一 致 
JE ЛА, (a7) 满足 C1.2)，wwE 00, id m= int v, HFE 


Вр) 1029 
p > 0 使 得 对 于 任意 0-9 al 


a 76 = 


- 
inf s; 28 C”? Hare ; Cez)mdz| "VO А, (34) 
Bggiss? ° 


Mh A КЕЛЕН АЈА, Pa C 依赖 于 nAn 一 9) 与 
h. 


ШЕЙ. 由 引 理 1.1, ос ECL ОВ CE. (ez) OLIYA 
йу FER. ZME Rihi x. ДЕ ЕЙ А. R = 1， 由 引 理 3.1 
inf va > C! „руа ^ 
in INC 


-1 


||, (елш |, CGeyaz] 


aj- 


wie 


x It (гак | . 
同样 ,只 须 证 明 对 菜 ?P 守 0 
, ermida = C, 

其 中 t 一 tn gw 一 B. 此 采取 Ë 一 ln m, Jj «o ТЕ B NO 上 为 5, 
ETRA Е E. BAO 包含 一 全 等 于 VNB 的 
外 锥 :由 Poincaré 不 等 式 

| < c | (Dw | dx, 

B, B, 


证 明 的 其 余部 分 与 引 理 1.2 类似 。 

定理 3.3. 设 0 具 有 一 致 外 锥 性 质 ， 方程 (1.1)* 满足 条 #k 
(L2), XE 是 方程 (1.1)》 的 弱 解 , 且 [s], ва < оо, Hope 
0， 则 对 于 任意 хс 898,0 < R < ; FERM C > 0, 0 < y < 
Е» 使 得 


7 
ose s € C (£) (ес st Ah [и], аа)» (3.5) 
E 


DTC BgixQ) pir Ma 


Ehe Уу Т mA 与 外 锥 的 立体 角 ， 
WEBA, id Ох 一 总 ni Bg( x5), 9 Qa = да P Ban); 


. 77 + 


M (R) = sup s, m(R) == inf z, (8) = M(R) — m(R), 
Ор дк 
М.К) = sup в, me (R) = inf ws. 
dg TM 
Yme о NATGE vn 应 用 名 的 外 和 锥 性 质 , 我 们 有 


(fe oore) td Me mnm 


因此 将 引 理 3.2 Ww ATAR „= M(R)— z 5 s= z— m(R), 
我 们 得 到 
M (R) 一 M(8R) > 二 [M(R) — MCR); 


(ӨК) — m(R) > + [m (R) 一 mCR)]. 


Wis ues #ll 
(В) — «(ӨЕ > 1 [o(R) — ose s], 
С КУ 


因 比 对 于 0<Е < А, 
aOR) =< (1 — Led + I РЕТИ ЧА 
现在 应 用 引 理 2.1 立即 有 所 要 的 估计 。 
接着 我 们 考 虚 非 齐 次 方程 
— DoarDn) 一 H + Dif. (3.6) 
定理 3.4. Vr O HUS ЕЛЕ, (3.6) E AR FECI. 2), 


对 于 某 qom fe La(Q0y fe L2), 其 中 qum ti, X 


设 * REGUTECGOBQSSARBAPTGE а > 0, [s], во < оо, WEE 
cC > 0,0 <? <s, ERATES OR = k, ЕЕН) ос 00 # 
有 . 


+ 
osc “= C 的 | osc н + [s] хар + ПРЫ? 
DI Bp sa) 5 Вл ПО + | 


+ 7# - 


+5 dfe]. (37) 


其 中 C 与 7 只 依赖 于 п, ase P MERI ERR. 


"MEM 2.3. 
定理 3.5. 在 定理 3.4 RAET EE C> 0,0 < y < í, 使 
得 对 于 任意 z,y € 9 
|С) 一 30 & Che У Сао + ielea 
Td + > |+), (3.8) 
其 中 C Бү А Т n, Alsa, 与 9, 
证 明 。 不 妨 设 d, 一 da 235 3509 GR dd 8 — 2,, 由 定理 
3.4* 我 们 可 得 到 以 下 内 估计 (类 做 于 定理 22 的 推论 ) 
lel) — (у) = Cle — у| (87 psc и + F9. (3.9) 


其 中 Ро = fügt cMIf'z. HB 4。 ELDE E xc ӨӨ 使 
得 |z — a| 一 9， 如 果 25 Z2 & CERES) EGH 6/2 të 
Жов 即 为 所 要 的 估计 ， 现 设 26 < A, О 


8 'osc u «8 " ос M, (3.102 
Er LATET 
HEH 3.4 
aT ose sw S Ch "[ osc u + [eleso + Fol. — (3.11) 
FINT Ваз 


ФАЛА (3.9),(3.10)56311)ЗВИ (З.В), 


第 五 章 ” 数 度 型 拟 线 性 方程 


本 章 将 研究 如 下 散 度 型 方程 
—Dilae;i(u x,u,Du)] + Cru, Du) = 0, 
XXE EUH ЙН ВРЕ, P| BOR Z PHI 


Piu] = n Kx ,u, Du)dx 


极 小 的 变 分 问题 Euer 方程 就 是 特殊 类 型 的 散 罕 型 方程 。 

这 里 我 们 主要 研究 上 述 散 度 型 方程 的 Dirichlet 问题 的 可 解 
性 方法 是 十 分 典型 的 ,利用 Leray-Schauder 不 动 点 定理 把 可 解 
性 问题 归结 为 解 的 先 验 估计 。 这 样 ， 能 否 在 较 弱 的 条 和 件 下 得 到 所 
必须 的 先 验 估计 是 问题 的 关键 在 本 章 中 我 们 将 尽 可 能 利用 散 度 
型 结构 这 一 特点 ;给 出 一 些 特 狐 的 先 验 估计 方法 , 同 第 七 章 的 非 散 
度 型 方程 相 比 ,我 们 将 会 看 到 这 样 的 方法 对 系数 的 光滑 性 柠 求 可 
比 Bernstein (ttik. 


$ 1. 弱 解 的 有 界 性 


考虑 散 度 型 方程 
—Di[e;(x,u,Du)] + b(x,m,Du)-— 0, (1.1) 
假定 方程 (1.1) 满 足以 下 结构 条 件 : 对 于 和 枉 意 (x,z,7)EQXRx 
R", : 


а(х) > in — £gOGD, (1.2) 
lailese l =< Aliy] + eC], (1.3) 
КЕЛҮ =< AlIgl? + f(x)], (1.4) 


其 中 }„е=0 Н fige LO) 为 简单 起 见 , 设 a, b XTEU 
是 是 连续 的 。 
PALL EX мє ИСО) 称 为 方程 人 (1.1 的 弱 解 ， 如 果 对 


» 80 * 


FES ee CCo), WE 


Ои] | Cu, Du)Dipda 


+ j. b(x,us Du)qdx = 0, 6 (L5) 
EU «c ИСО) 称 为 方程 (1.1) 的 吉 下 解 ( 上 解 )〗, 如 果 
Оа, р] < 0(20) Vg € CA), qz 0, у (1.6) 


E FEES ARS HECT.3) (L4) ,等 式 (1.5) 的 积分 是 有 意义 的 . 
为 了 得 到 弱 解 的 L” 模 估计 ,我 们 还 需要 以 下 结构 条件 
—b(x,z,n)sign z < Allal HIG ` . 
V(x.z,)E OX RX R^... `. (17 
ELL 设 方程 (1.1) 满 足 结构 条 件 C1-2),(1.3)(1.4),C1.7》， 


且 对 于 某 9 > m F а.е + flee < оо 其 中 qa — PIT 


XM =€ Ww) 是 方程 (1， 1) 的 弱 下 解 ， 则 有 
. ess sup и < sup #* + C F,, 


Mhe И Р 5,4 与 дато, 

WEBA, 可 设 sup м «co, ST k > Ei +, 在 (1. Өн т 
РЖ o — (w — К), H „= (u у, 4G) = - dae ©| 
мо) > 对 ， 由 (1.6) 与 结构 条 御 (1.2) 与 CL7) 可 得 

| рогах < | ва + A| (IDrs| + Dvdr 
п | AGO A 
П 


«i| IDel'ds + c | [0124ж 
4 Јо 9 


+ шй! АСОТ" u 

+ сө"! 4001375, 
其 中 2+ — -2 各。 这 里 我 们 仍然 只 讨论 пез 的 情况 .应 用 
Sobolev Hx A EH 5 Cauchy 不 等 式 ， 


Í, iDeldx =< ef Фах + CNl 


1 


+ ел! ACA: à Br 
这 个 估计 类 似 于 第 一 章 C4.14)、 这 样 ， RAFI) RISH 


1.1 
BS6 sup # =< sup ut + Chalo + СЕ| 91" t. 


接著 继续 用 第 一 章 定 理 4.2 的 第 二 步 所 给 出 的 方 读 便 可 去 掉 上 面 
HRAL Culion 0x 
HÆL MERCAR FA «€ COO) CC, Wise TES 
中 的 积分 等 式 无 需 用 到 结构 条 柱 (1.3),(1.4)。 因 此 在 上 述 定理 中 
只 假定 结构 条 件 (1. 2),t1.7), 定 理 仍 成 立 ， 
附注 2 ik не C(O5ñD co», 结构 条 件 (1. 2), (1. 7) HR: 
РЕЖ K > 0 
(хут) Z lal? — [a (z — XD*T — Z, (1.2) 
—b(x,z.m)sign z e AL In! + alz — А) + J], (1.7) 
Wi] E ER ЖЕЛИ AT. 
附注 3 ”如果 结构 条 件 C1. 2). 


(G0, 2,)m 2: Inl — z", 


其 中 上 > 1， 其 它 结构 条 件 、 弱 解 的 定义 作 相应 的 改动 ， 那么 也 有 
类 仆 的 定理 盛 立 ， — 
以 上 附注 请 读者 作为 练习 证 明之 ， 


$ 2. 有 有 界 弱 解 的 Halder jË 


估计 的 方法 类 似 于 第 四 章 51 ,但 是 这 里 所 讨论 的 是 相应 于 非 
齐 次 方程 的 铺 况 ,此 外 在 结构 条 件 C1.3),《1.4》 中 我 们 可 以 看 到 
关于 191 的 增长 阶 比 lal 高 一 阶 , 这 种 增长 阶 条 件 称 为 自然 结 
构 条 件 ， 因为 不 符合 这 入 增长 阶 条 件 就 存在 相应 的 Dirichlet (gii 
无 古典 解 的 反例 。 
定理 21. 设 方程 (1.1) 满 足 结构 条 和 忻 《1.2);(1.3) 与 (04), 
+ 82 * 


н< W'2( Ba) 是 方程 (1.1) 在 Bg ISBN, 对 于 基 q> n, ü 


1-2* 


F,— R lel + R "+ Pli < оо, (2.1) 
则 对 于 任意 p 0, 0 <8 < 1, 
3 
_ _, 12 
ess sup # =< С ря m а] " (2.2) 


其 中 ë= at + BC 只 依赖 于 s,A.q P — 0) 与 ulli 
WEBB. AR 0 Ral, р> 2, НЕШЕ РЕК 
= PN (2.3) 
其 中 200) 是 Be авая. H(i. навал) 
NIORT edz 


<A |, (Del + DER ен, QA 
然后 利用 结构 条 件 (1.2)， (t. 3), 
(2р ~ 1) M Cau Du|dx 
< (2р — 1) " 20е | g |газ 
+A . Св? + БУЙ?" е*"4х 
| 十 24 NT Dy| + DEDE i teft de, - Q. ü 
注意 到 22 F, 与 假设 lule < со, ШЖ 
(2р —1) | „сери 
1718 ua Lez. 
+ (0р D|. Ph Dade 


C. 
ср 1) Ja 


fa | DEI Rds, 
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ЯСЫ яли]. AX. W em i, R в +, W 


і | Dv dx < cp | hx) 如 各 dx 

Р 2BRa Bp . 
+ © Í | DE v dx, (2.5) 
| Р УВД 


其 中 
ө) к, Ibl < 2, 
应 用 Hilder 不 等 式 与 Sobolev 不 等 式 
САРЕ 
R ` ` 


lr + Све |0115 


< Серо) + Сето, (2.6) 
取 e 一 ic p^, 02.63545 A (2.5), 则 得 


in 


"T Dgr) dz < C (prse + 9 ЇЇ) NES 
下 面 如 同 第 四 章 定理 1.2， 利 用 标准 的 Moser 迭代 可 得 所 要 的 估 
iF. 
定理 2.2.” 设 方程 (1.1) 满 足 结构 条 件 (1.2),(1.3),(1.4), мє 
WBoe) (о> 1) 是 方程 (1.1) 在 Bor 上 的 有 界 非 仙 弱 上 解 ,对 
РЖ q> п, 《72.12) 成 立 , 则 存在 po 之 9, 使 得 对 于 任意 00 < 上 


ess inf а С is latas] А (2.7) 
其 中 й— ¿+ Fo САВ Т mA. O — 097%, (z — D? 与 
lis а. | 
证 明 。 不 病 设 F, > 0, GWA Fet e {ЧЕ Р, У R = 
+ + 


0,0 是 B, 上 的 截断 函数 . RERAN p= Du troe, Bugs 
ЕЕ X. 501.4) 


|, “Gos DI) DA PG ott] 
B, 
= —A | (| Da |? 4- DEE ӨР Өе ах, 
B, 


然后 通过 与 定理 2.1 ИДАТ РО p > 0, 


Bp B, 


1 
. F 
ess sup g = 2 aces , 


Ву 


1 


ess inf 8 > 2. | Ж 
Ep С B, 


1 


-$ + 
> 1 n ü tds Í, ах | az] 
与 第 四 章 定理 1.3 相同 ,为 证 定理 ,只 须 证 明 存 在 ps > 0， 使 得 
[ema = С, 
其 中 e= 8 — ng， 现在 取 检 验 函 数 p= pate, W 
|. C[Dw|'dr < С k. LPR + (P + D ]dx 


+ cÍ реак < c| ho dx 
B, | B, 


+c Í [Р az < C, 
B, 


т 


类 似 二 第 四 章 定理 1.3, 取 8 一 fmlniidx (2 — 1) ku 


ШЕ НЕ, Н] ЖЕЕ РИИ ЕЁ. 


由 定理 21 与 定理 2.2 可 以 得 到 方程 带 有 非 齐 次 项 的 Har- 
nack 不 等 式 。 

定理 2.3. 在 定理 2.1 的 条 件 下 , 设 e EHE (1.1) 在 В, E 
П EAE fS SE W PER 00 < 1， 


ess sup s = C E inf # + Fl ; (2.8) 
EE Вар А 


其 中 F, ЕХРО), СВТ mAg O — 00^. 与 人 人 ze 
然后 利用 第 四 章 引 理 2.1 TA DS EE (1.116948 УНЫ АНОР ар 
Hölder 连续 性 与 局部 Holder 模 估 计 。 
定理 24. УЛ) о Ei SIESRTECL2)CI.3),CL.4) 
HAFA a н | 


Е, = Пее + [тв < оо, бә) 
如 果 “是 方程 (1.1) 在 Q@ 上 的 有 界 弱 解 , 则 存在 C 2 0, aral, 
使 得 对 于 任意 Boco 部 有 


ГА т " 
ess osc # = С (& [ess osc # + Fs]; (2.10) 
Врба? 4,7 Bg t2 


其 中 C,T 依赖 于 2,4,g,diamQ E 1. 

AMUUPIBPUX SUE .2, 我 们 可 得 到 边界 附近 的 弱 Harnack 不 

等 式 ， : 
定理 2.5， 设 @ 具 有 一 致 外 锥 性 质 , 方 程 (1.1)] WE 5 UE 

(1.2),(1.3)5(1.4), и DEUDE o CHER FAALE, i 

xé 20, m 一 ， inf. и, MWEE PLI 0 使 得 对 于 尾 瘟 0<0 < 1, 


D 


0< R < RD, 


1 


Р? 
inf ях > 1 V сга» | — CF, 
C Brt#o) 


Нер) 


Жү с 只 依赖 于 2,À,q,Q,C1 —0)* 与 П, 
”最 后 得 到 全 局 Holder 模 估计 (参看 第 四 章 定理 3.5)， 
ER 2.6. 在 定 还 2.4 的 条 件 下 ,又 设 98 上 共有 一 致 外 锥 性 质 , 存 
在 e> 0 E lele < 00, ДАЕ C > 0 5 oeral 使 得 
luCx) — G) < Cle — yl C aloo * leno + Ё, 
其 中 T.C 只 依赖 于 n, A.Q Q 与 Пи, 
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$3. 梯度 估 计 


为 了 得 到 徽 商 估计 ;我 们 将 假定 更 强 的 结构 条 件 , 这 里 主 对 是 
一 致 精 圆 型 条 件 。 对 于 任意 nz 60 X [—M.M1] x R", iZ 
方程 (1.1) 满 足 : 


ai C. z Ei [EIS VEER”, (3.12 
Ӧз; 
Ba; 
D uA, (3.2 
Bai ) 


Xa hD “+> Es | + lè] ла + 1509), 


(3.3) 
Bri — BOR IBESH Re Pt Rite (E) 的 最 大 特征 值 与 最 小 特征 


Eztu- TRAR ABA GILG) 就 是 这 种 类 型 的 条 
件 。 1 
对 于 散 度 型 方程 解 的 一 阶 繁 商 的 边界 估计 至 今 还 未 见 有 独特 
的 技巧 ,一般 都 是 先 将 方程 写成 非 贡 度 型 ,然后 构造 闸 范 数 。 HT 
它 主要 居于 非 散 度 弄 方程 的 技巧 ;我们 把 它 的 证 明 放 到 第 七 章 , 这 
里 只 叙述 它 的 结果 ， 

定理 3.1。 设 届满 足 一 致 外 球 条 件 ( 参 看 第 二 童 定义 7.1), 方 
FzCl. 39 Fe £g d UE (3.15,C3.25, (3.2 , ШЖ we CCN CE) 
是 方程 (1.1) 在 如 上 的 有 界 解 , 且 ens М, Ш 

sup \ри| < C, 


dtr cC Kiki n, A.M UK О, 

本 节 着 重 讨论 De 的 全 局 估计 ， 

定理 3.2， 设 we CONC EFEO, lele < 
M, [sg]. < ооба 2 0), 方程 C1.1) 满 足 结构 条 件 (3.1) 一 (3.3)， 


a B7 = 


则 
sup |Юн| = CUI + sup | Ds | 1, 
D 90 


其 中 忆 依赖 于 nsAAsM 5 lula 
证 明 。 由 于 *# 满 足 方 程 
—Dil a;(x,u, Du5] + b(x,u, Du) = 0, 
对 方程 求 广义 微 商 Di 后 得 


D, ES D| + Dii GE Z) @ T). GA 


其 中 


一 95 十 Ou; Diu 一 фёд, 
m 


h x, — 8 


出 结构 条 件 (3.3》， 


fl A ри), 
AZ GAY CE- 


j, 128 DasDio + fibi] = 0, Уфе wPo), (3.5) 
Q L Os; 


4 >= |риј!, Pr ERA z€ © 达到 最 大 值 即 NA vlr) 
— sup IDu], 5 xc00 时 则 定理 显然 成 立 ， 现 设 xQ€ о, 也 不 


ЮПИ N > 1, 取 CGO A Ble 上 的 截断 图 数 , 其 中 R = N", 
tir) 满足 


te Сё(В»бз)у), Em) = 1, (DU <2 一 2м. 
ДЕСЗ.5 ) НОЯД Dup, ЖЕН pe СЕС), p> 0, Bl 
有 


|. эр SM рири + n Diu’ pdx 
1 


«f 54р» + Ари) (2004 


+ G D,p]axz = 0, 


利用 结构 条 件 C3.1) 并 令 æ == р, WA 
j PelDulds + А арй дн 


+ (se Dj» + 2и) 24 qdx 


" PRADA] Dipdz < 0, 
应 用 Cauchy 不 等 式 ， чё 
n (5. Die — 2t 29 ь›р + 2Cf Dau) Бира» 
Bj / 


-c |, EIRP HIDEO + (ри [29 


+ ECD aED; |1 0, Yoe ССО), p > 0, (3.6) 
上 面 不 等 式 说 明 © АВЕ ЖЕЕ Вах) YQ БЮ Fig. H 
8S ЖЕКЕ ЛИ ЖАС -REA 42) 503.2), (3.35, ЖР q> n 
Еж N = R”: — sup 1 Dui) I 


sup w& sup w+ CR бе CINCO + | Dal?) le, 
SR. BO (By 


+ INCI + (Dallo E sup ow 
BANE gU 


PE 


+ CO + NT] Dul ler + NS (Da). (37) 


现在 需 估 计 lDl«saso. PR 609) 是 EB xa) EARE zt. 
在 В.С) 上 LGO 一 1， 将 方程 (1.1) ЗЕ ЖЕР C(s(x)— 
w(xe))， 分 部 积分 后 得 到 


|, alxatu, Du) D;udx + 2 f. аби — wr) DL dr 
+ | bE u — ux dx 
01р 
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+ »" ахун, Dr yt ( — u( xy) cos (v ,x;)ds 一 0 


其 中 x = B, +) ПО, 利用 结构 条 件 (3.1) 一 (3.3) 并 注意 到 
auid;i(x,z,9) = Ig !? + wai(z,z,0), 
[ку 一 нхо) < [s]. o [2R 18, Vx€ Qu, 


我 们 有 
" C| Dul dx x СВ" М + CRYN 


=< CNUT, 
ШПНЕ Ке мт, T AE 


[| Оя] no < N (Duff » SE cN 
| [ри |? Пав орэ S = N EN 5 
代 人 (3.7), 得 到 
N: = wax) sup to = к К ғ 
HECO +N + м i. 
由 此 立即 得 到 


sup |Du! « N « C sup se + C, 
0 өй 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 


$4. 梯度 的 Holder 模 估 计 


在 前 一 节 我 们 已 经 大 到， 如 果 we CO) (事实 上 只 需 属 于 
оу), Bl Р 是 方程 (3.4) 的 弱 解 ， 又 由 于 我 们 已 竺 到 梯度 


Du 的 L” 模 估计 ,因此 an вн 都 属于 LU(0), BART 
Hi 


KIA ЖОЧИ: ЖИЕ ЖЫ y Жар De Giorgi-Nash 估计 ,我 们 有 
ERAL 设 方程 (1.1) 满足 结构 条 件 C3.1),C3.2),(3.3); 如 
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жиє CQ) УСЛУ о LAR, Вн. < M. (Dulles < 
Mo WATER Оссо, 存在 C > 0, 0 <a < 1 使 得 
[Dulas = C, (4.1) 

其 中 a 与 CC 依赖 于 #n,A,M 与 Mo CIR T dic(o, 80). 

为 了 得 到 全 局 估计 , 我 们 需要 用 Morrey XT Hilder 连续 
性 的 定 一 ， 由 于 这 个 定理 的 证 明 放 在 本 苇 的 第 二 部 分 更 为 系统 与 
UR LXX ER HL AORE ENE. 

XXE 42 (Morrey Е), 设 &€W''(05, p 1， 且 存在 
K0,0-e«l1iüfWN GEAR B. 都 有 


|, | Du|*dx < КЕ" Pt, Ор = Qf) Bx, (4.2) 
R 


KIFER А > 0 E arl 22 ИК", Ш uc cxa) B. 
osc # = СЕК", 


ЖС ЩТ mep 与 4. 

这 个 定理 提供 了 以 估计 积分 (4.2) 代替 估计 Holder 模 的 方 
法 。 积 分 估计 的 形式 是 符合 散 讼 型 方程 的 特点 的 ， 

定理 4.3.。 设 方程 (1.1) 满 足 结 构 条 件 (3.1) 一 (3.3), 89 属于 
C", XXE нє CON CCD) 是 方程 (1.1) 的 解 , 且 lele M, 
lDuli.« Mi 在 20 上 ¿£= z, Rmi гє CCA), МИА 

[Ds], Ú < C, (4.3) 

其 中 C> 0 0 <a 1 依赖 于 sn, A.M.M O: |glso, 

证 明 。 不妨 设 g= 0, DE z€ Ə9Q, V 5 b RAAEN 5.1 
记 给 出 的 邻 域 与 映射 。 令 y = ple), vO) = uo qp Чу), Ше 
满足 方程 


—Di(Cal(y v, Dv)) + b(y,v, Dv) = 0, (4.4) 
其 中 


=: ду: + Ө (Эн 
— 1, E b= r x + b. 
° a ax, T y; or) 


令 se == Бур, SEEUT (3.32, {БЕ Br EW E. TÉ 


* 1 = 


` an ` = | 
—p,( 3“ pie) + юй = o (k= 1.2... ., n— 1) 
e 了 了 .- ; 


83 
CE" CBE, (45) 
xb (29) 是 正定 的 ，82 ын 都 有 界 。 此 外 
Әп; Әт; 
w= Рур == Ü (£—1,2,--5,5— 1), 在 yw 一 0 上 
(4:6) 


由 线 姓 方程 的 边界 估计 ,存在 C > 0 Eg «€ (0,1)， 使 得 
[ela т Darlan < € (k = 1,2,- n — 1), 


(4.7) 
其 中 б, 只 依赖 定理 叙述 中 所 述 的 量 ， 余 下 只 需 估 计 D. iE 
»€Bj. 对 于 R « —, BEIR Ba Buln) W Ba ЕЙ 
FER C REER p= (Су) — D, 当 Bac Bt 时 取 ! 一 
w(ys), Sá BamaRi 非 空 时 取 = 0, AH 845068 Ж 

o ps Diw Dito dy 十 far 2608 — D Es Dit Dic dy 


- (, ACD + 2t(e 一 DD 
Ck = 1,2,:--,8 — 1), 
利用 粮 贺 型 条 件 与 Cauchy KERRIN 
|, CiDelay (ве + Èp; Пра — D ay), 
беч ye Ba) 时 “一 1， 注 意 到 (1.7) 我 们 有 


z я 2-2 -— 2 
"m |De dy x; СОК" + R sup ае — 122 


e C RITH, 
(Dyo dy s; CR* *"*, (4.8) 


Br Паро 
> | UUR e 


» 923 + 


出 方程 (4.4) 


да" х ag 
Dunt = (2 "ү Е — De 
Qn, f it ied. On i 
— 52 E 92 Dis + 5. (4.9) 
cH (4.8) 54.9) BH8 | 
(ава Dev 49 < CR, (4.10) 


由 Morey EACEA 4.2), (4.8) 504.10) 2 5 Ж 
[Dv1,,, < С, 
EJ 


变换 画 原 变量 HAARAA EEE $0 1041,0 的 全 局 
估计 . 


85. Dirichlet 人 问题 的 可 解 性 


本 世纪 以 来 人 们 了 解 到 通过 一 些 拓扑 不 动 点 定理 可 以 把 可 解 
性 问题 归结 为 对 解 建立 基 些 先 验 佑 计 ，Leray~Schauder Кау EAE 
理 是 最 常用 的 不 动 点 定理 之 一 ,这 里 只 叙述 定理 的 结论 ， 其 证 明 
可 参看 [GT] 第 十 一 章 ， 
Leray-Schauder 定理 ， 设 和 是 Banach 空间 ,T(x, с) JE 
由 X X [0,1] 到 莽 的 一 个 映射 ,如 刘 了 工 满足 
(1) TF KRE SI, 
(2) T(z,0) = 0, Yre X, 
(3) 存在 常数 M> 0 使 得 
zl < M, Wene {хє Xlaoe [D0,1] x — Т(хут)}» 
w TC.1) 有 一 个 丰 动 点 , 即 存在 xa € X 使 得 T(x 1) = x, 
ВЕ 25 Diurichlet [ДШ 
—Di(ai( xsu,Du)) + b(x,u,Du)-— ©, from. (5.1) 
м = ¿ps 在 oo E. (5.2) 
我 们 再 把 方程 (45.1) 的 结构 条 件 叙 述 如 下 : 对 于 任意 (х, z, n) € 
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É x R x Rš 
Ba ctm [El YeR", (5.3) 
Өз 
ToC х,в,0)| = g (x) Є = 1,2.--:,9), (5.4) 
NUM f ĝa, | . 
O dal е e Oe ID е + la) 


+ [ёа + Jal Cl DU + dal 
x; 


Gsi = 1,2,-: sn) (5.5) 
其 中 гє LO) > n), К+) 10,00) ERI REGERE PRÉ, Б 
面 的 条 件 仍 属 自 然 结 构 条 件 ， 它 包含 两 个 内 容 : (1) 5 关于 Inl 


的 增长 次 数 比 _ a: 高 出 一 阶 (ai Ps 的 增长 次 数 高 二 阶 ); О) 


а 与 5 关于 h! 的 增长 阶 性 质 与 多 项 式 类 似 。 

定理 5.1。 设 д0 属于 5C?“， 方 程 (5.1) 的 系数 满足 结构 条 
(5.3), (5.4) 5.50 SC17),a; € Chbe(Q x R x В), БЕ C"(OX 
R x Ке), фе CCO), 其 中 0<e < 1, ll Dirichlet | 问题 (5.15, 
(5.2) 存 在 解 w€ CCO). 

证 明 ， 我 们 将 应 用 Leray-Schauder 不 动 点 定理 , 先 取 Banach 
空间 ССО) 为 定 埋 叙述 中 的 X， 对 于 任意 ve CA), XT 
Osce єс 1, 13 Е Dirichlet ајы 

— L d Gor орин + (1 一 279 


+ 158 + E Ш + Б W = 0, Жор, 
H ср» dE д9 上 ， 
(5.62 
注意 到 上 述 关 于 e 的 线性 方程 的 系数 属于 CU (CO), 由 8chauder 理 
论 ,(5.6) 存 在 解 ue С^” (бус Cte( Q). 这 样 а = Т(р,о) 定义 
Тш Co) х [0,1] 到 C'"CO) gg ST, 我们 将 证 明 它 洲 足 
ЕТЕ 


Leray-Schauder 定理 的 三 个 条 侍 :， 

(1) йк E CD) HARE, 由 Schauder 估计 TK 25 
Ct" WARR, Ascoli-Arzelà 定理 , 它 在 CD 中 淮 紧 .其 
ПЕВ T EE AG ia т со, о — e (Cte(Ü)), c, — o. id 
u, = TU wT) 要 证 wm 一 # 一 Tw), BRE, EHBITIE TEE 
知道 {en} 在 CD) PHE, Е odes) 是 (4) 在 COD 的 
fE—WUE SET TES. WESCE S, FpU 6 也 是 问题 (5.6) 的 
解 ,由 铸 性 方程 的 极 值 原理 E = н, XXE Iu. 本 身 也 必 在 COO 
Wr) < 一 Teso) XMH T TERRY, 

(2) T(»,0) = 0 是 显然 的 。 

(3) ЖР we [0,1], и = To), nl AE SE. uA 
iE Jy gà SX ER RT 
aii + (1—25)D;u) 十 ob(xz.u,Da)=0, dE QV, 

u= ap, TE 80 L, 


(5.7) 
由 定理 关于 结构 条 件 的 假定 与 前 几 节 给 出 的 光 验 估计 ， 在 在 常数 
M > 0, 0<y<1 使 得 
luno < M. (5.8) 
38 (208925 42 35 AE Hit EE 3 


一 Ë as Dan + (1 一 oan 


Ga; да; 
+ al 20 + S p, +) 一 0 5.9 
dos Be 7" , (5.9) 


由 估计 (5.8), 方 程 (5. ?的 系数 属于 C='CO), H Schauder Hig, 
нє C^"(0) 且 存 在 不 依赖 与 # 的 常数 CC US 
[unas = С, (5.10) 
这 就 蕴含 着 
шо < M. 
这 就 是 Leray-Schauder 定理 第 三 个 条 件 所 要 求 的 ， 
点 用 Leray-Schauder SEE, TCD 有 不 动 点 ; 它 怡 好 是 问 


+ 95 = 


Ei (5.15,C5.2). 的 解 , 由 前 面 的 论证 , É we Cber( Q), xni; EE 
\5.9) (6 一 1) 的 系数 属于 C"(8)， 再 一 次 应 用 Schauder 理论 
必 有 мє C(I) EREE, 

”由 定理 揭 证 明 过 程 我 们 可 以 看 出 : 延 当地 构造 耿 射 了 ,Leray- 
Schauder 定理 的 条 件 (2) 是 显然 满足 的 , 应 用 线性 方程 的 Schau- 
der 理论 条 件 (1) 也 不 难 证 明 , 这 样 可 解 性 的 问题 经 Leray-Schau- 
der 定理 就 归结 为 所 线性 方程 解 的 先 验 估计 《 即 条 件 (3))。 上 面 
的 证 明 述 有 一 点 需要 特别 注意 : 当 我 们 已 经 得 到 解 的 基本 先 验 佑 
计 (5.8) 之 后 ， 应 当 如 何 利用 Schauder 理论 不 断 哲 高 解 的 正则 
性 ,这 种 方 靶 在 仿 微 研究 由 是 常用 的 方法 ,需要 熟练 掌握 ， 


第 六 章 Krylov-Safonov {ffit 


A- E RNE AAA De Giorgi-Nash 估计 在 获 度 型 拟 
线性 方程 的 研究 10 记 起 的 关键 性 人 必用。 后 来 人 们 希望 对 于 非 散 度 
型 的 一 般 方程 能 得 到 类 局 的 估计 ， 这 在 研究 完全 非 线 体 方 程 时 是 
E u Rp., ALAE SEBJ23F JJ, Krylov-Safonov #&- ТЕ 1980 
E (Ux S f. Bü) Trudinger 给 出 了 一 个 简化 的 证 明 。 无 论 
鄂 一 个 证 明 都 基于 А!еКзапдгоу WERE, 


$1. Aleksandrov 极 值 原理 


我 们 首先 引信 法 足 射 的 概念 , 它 是 梯度 瞻 射 的 推广 。 
' 定义 LL i scc), hood R" 的 有 界 开 区 域 ， 对 于 
у= О, iuf à 
XO) = {рє Ке |н(к) < ey) + p e (x— 32, Vx€2). (1.1) 
X 定义 了 击 吕 至 Rt 的 子 集 类 的 一 个 映射 ,我们 称 之 为 出 * BS 
ERES. 
法 路 射 有 明显 的 几何 意义 ， 我 们 知道 < 在 Rs 的 下 方 图 为 
集合 ` 
{(х,2) ER x R| x € Q, —co < z uly 
AUR pc XG), WEEE z = z(y) + p+ (z — y) 是 # 的 下 方 
EAA GOD HRE O) 就 是 由 通过 点 Os sGD 
ATA RIERA УЙ p REA, (—p, 1) 是 相应 承 托 平 
面 的 法 向量 . 
X 1.2. VE neco), PEA 
r. = {уєо|Х(у) ж di) 
= iy € 9|3p c Е" н(е) < ибу) 
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+ p+ (z — y)s Vx € О}, (1.2) 
我 们 称 T. БЕНИ * 的 接触 集 。 

RNA E. 的 干 方 图 的 上 是 包 ， 以 此 凸 包 为 下 方 画 的 盖 数 记 为 
£x). RAT Q 为 #* 的 上 凸 包 。 它 是 一 个 上 上 山 滑 数 (нй ЖЕШ 
THO. г, 实际 上 是 z= 40) E z == w(x) 两 张 曲面 的 接触 点 在 
坐标 平 商 z 一 0 工 的 投影 所 组 成 的 党 台 ， 这 也 是 " 接 扔 集 "这 一 名 

ШЖ ECHA), уєг,, X9 Х (у) = {ри (у) 如果 
se ССО), WI —D: (y) 22 0 CB» 的 Hesse Ф ШЕР). Ж 
实 上 元 虚 函 数 

wx) = z(y) + pe (x y) u(x), £ 6 0, (1.3) 
HEREN w(x) 在 ?点 过 到 最 小 值 , 由 此 知道 Du O) = 0, 
Г? (у) 之 0, ИЖЕР ЕЖЕ ШЕ. 我 们 还 可 以 有 更 一 般 的 结 
ie: 

9|38 1.1. 3k se WC OD ССО), Д) 

XG) = {Du Cy) —D'u(y) 22 0, а.е. y € Fu (1.4) 

WEBB. [ЁЁ ЖЕ (1.3) 的 函数 wtx)， 对 于 任意 固定 方向 
FER, |ë] = 1, RJA: 34A — 0 hf 

wy LAS) — юбу) L, бш, (L5) 

n ӘЕ 


s (3 + АЕ) + w(y — АЕ) 一 240 (y) „б 
Е Әг 


(L6) 


БЖИ ОЕ Li (9) 的 意义 下 . 如 果 抽 取 子 序列 可 认为 上 述 极 
根 是 在 马上 几乎 处 处 成 立 ; 当 y € P, БЇ, wC) 在 ”点 达到 最 小 
5,25 (1.5) 中 取 &—0* 与 5 一 0 可 得 

Ou 


— = 0, a-e,y € Гг, 
дЕ E ey u 


Je š AIRA, И 
Жу) = (Ds GOD), ae FL, 
H (1.62, 9] 48 


1987 


5t à | 
— Зи (уу = Po 20, а.е. Ё, 


ag? : 
Mp £ 荫 单 位 球面 上 的 可 列 稠 密集 时 
一 = = 0, ase T. 
TE T EE us & £ R^, rz = 1, 
Ou 
— p Z= 0, ae. T. 


Job Ag. 在 r, 上 上 几乎 处 处 有 《一 Pre) > 0， 引 理 得 证 。 
定义 13. 集合 
XCO) = x(r,) — U, xG) 
称 为 由 “ EREB 8238. 
Ө. o Ba). 考虑 函数 


а(х) = r |z — х1), (1.7) 


ERARE Crot) 26TH. B; C) Жи S EI) А 的 锥 面 ,容易 看 
出 Гг, = 2 H 


В a (0), зи y == x 时 ， 


Ху) = i 
LÀ. y— w эш ху Ik 
d ly __ «i 3 = y >= q 时。 
TEW ST Н 8526 
X(0) = B X (0). (18) 


ту 14, i$ OCR, <€ Q, fE RU p (хо, 2) 为 顶 ， 
(z€ Q,z = 0) З SEE, k o JE DJ БШ ЈИ НОК. FER 
НЧЕ 9 ESSE 5 їс) 
Olr, 1] = X,(Q5. (1.9) 
引 理 1.2. id s ce C(O), Wij: 
Q) XT EE yé P, 
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. " О 
— PU _ Ype XOD. . 
[р] < 15:09:00) рЄХ(у) (1.10) 


(2) ЖЯ o DETE В" 的 闭 集 。 
WEBB. 对 于 yer. Ш 
uCy) + ре (x — y) 2 wx), Vx € Q. (1.11) 
现在 由 ? nA. — e ДЕНЕМ, ӨЙ F ow. HU 


1 
[2] 
ЖЮ нж 0 LER, Ж О Д-ке о PR. Æ 
(1.11) ДА 为 za ШЕ 

€») — [x — yllgl Z ulr), 


хо == у — | mm — 312. (1.127 


于 是 
Jp) < 2suplw] < 2sup]w| /— 
| 和 — yt disc y,600) 

HIER (2)。 设 是 如 的 紧 子 集 ，{ps} C ХЕ) Н р. x 
(5— оо), 要 证 poEXCF)。 由 pg, EXCE)， 必 存在 yn € F 使 得 
р. Є X(tys)。 又 由 法 映射 的 定义 ,我 们 有 

u(ys) + p. ° (x — у.) Hx), Vx € 2, 
由 下 的 紧 性 ,存在 子 序 列 ya ya € F (Á — ос), 在 上 式 中 令 n= 
m 00, 81 po € Xy). 

引 理 1.3. (1) ix 9,4 是 R* 的 开 区 域 .如 果 QC A, 则 对 于 
xQ€ Q, 

[x2] A[xq, 1]. 

(2) 设 吕 的 直径 为 d, M 


ха, 211 > (ye, (1.13) 


ЯТКАН, o, 是 * 维 单位 球体 积 ， 
ЕЗ. (1) 是 显然 的 , 现 证 明 (2)。 易 知 BCD ie 4 一 
Bx.) 并 注意 到 C1.8), 我 们 有 
I2[xo 41] ze E» 41l 
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一 !B ; (0)! — >, (Y. 


其 中 Olx 34], ADx,2] АГРЕ SIE 1.2 (2) 的 必然 推论 。 
引 理 LA. EF 4€ C'(Q), ge C( 0), g 220, E R Г, 的 可 
测 子 集 , 则 有 


| g(x(2))dp < ( g(x)dct( —D*:)dzx, (1.14) 
Dwi E; JE 


其 中 х(р) = (DDO 在 D«CE) ЗШЕ КАНЕ X НЕ 
2. 

证 明 。 记 JO 一 det((—D5)0, S= {х Є 017 (а) — 0). 由 
附录 H 的 Sard 定理 知道 (Dell = 0, 

HERE E RUPEE. ENS 仍 为 开 集 , 则 必 存 在 一 串 边 平行 于 党 


标 轴 且 互 不 重 登 的 立方 体 [Cum Ü 使 得 ENS 一 U CD 我 们 又 


可 将 Cr 分 得 相当 小 《不妨 仍 记 为 CD， 使 得 ра; Ci 一 DuC) 
АА, Ы. 


Í _ eGGD4p 一 | (QO4GOds. 
) Duit Мей 


于 是 


#(х(р))4р < M, | > #бхСр))4р 


NM 
= > j. р(х) (dx = | мз £G)J GO dz, 


注意 到 5 的 定义 与 [D«QS)! = 0, WAF (1.14), 

现在 设 卫 是 了 。 的 可 测 子 集 ,在 在 开 集 GO ENS 使 得 在 G 上 
JG > 0 又 由 于 ENS 可 调 , 在 在 开 集 列 [Ora 使 得 ENSCO;, 
ION(ENS) 一 0 (1—0). Е, ПЕК, 


(aC) dp < Eco 


Dreic 


-DutGNor 
= Í... g(x)J (x)dx, 
令 b co, ДИЗ Br Se Bu (1.14), 
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5J 1.5. Ж нє C(O), 90 L us, 60, (xz) > 0, 
则 
Ofz sn] ECTE), (1.13) 
其 中 ri-r.níezo. 
证 明 。 这 个 引 理 俯 几 何 宜 观 上 是 相当 明显 的 ， 这 里 我 们 给 予 
各 格 的 分 析 证 明 设 pe OQ[n.u)1. BEX 1.4, 
ula) + p e (x — x) 0 Wx € 29. (1.16) 


现在 记 
t = inffi la t p» (x ко) 22 ux), Wre QI, 
Hi * 的 连续 性 ， 


la + p + (x — m) 22 ule), Vx eO (1.17) 
且 必 有 &є O 使 得 
Ach p ° (£ n) = «(22. — (1.18) 
考虑 两 种 情况 : 


G) Ад 一 uC Xo) , Di (1.17) таж £y € Ti,p EXCTH), 
(и) 4, > ибх), 刚 Ë ДА ESE зо, 935 E p £1.18) 551.16) 
u(E) >> u( m) + p* (E — x) 2 0. 
K PL мәр «0 PA, 3 (118) EXE (117) 可 得 
| и(Е) + p+ (x— E) 2 и(ш), Ухє Ü, 
这 说 明 & ET# Н z+ex(Tib. 
浊 这 个 引 理 我 们 立即 可 得 到 Aleksandrou 型 的 估计 。 
引 理 L6. 设 zc CÊ), 在 59 E s=0, Mm 


¿ i 
sup и =< ` [seco 02] А (1.19) 


其 中 d фато, 
证 明 。 由 (1.45) 与 《1.13)， 对 于 任意 xa € 9, (x) > 0, 


Јес) >> OT н(е) > о, [s |" ; 


Ж (ri) 的 可 测 狂 可 由 引 理 1.2202) 知道 ， 因 此 


s. 102 • 


u( x) < 


ixcrpi*, 


z 
KHIM 1.4, 
OC uus do < s det( — Рах, 
BEDA EL PESE BIER SI (1.195, 
我 们 可 降 慨 关于 * ОЛЕ TEES Ж, Т B] x Rd T3808, 
E 17. 设 66 С(20) ПИО), Ш 


sup и = sup u+ X I" p det Co Dos], (1.20) 
其 中 ç = ú — sup н, 

证 明 ， 由 假定 ， 存在 (4. )]C COD. ЗУ <s, 在 
Wisla) 的 意 久 下 路 化 于 #， 即 对 于 任意 Оссо, 4 m- o 
时 <, 在 Wes (Q) ТГ а. 对 于 任意 80, dd 0,— 
ix€2|dist[z,00) > ey, Xd . 


р, = м — supu — 8, CL21) 
£9; 
Dn, е Hm 7 бори» — &, (1.22) 
将 定理 1.6 应 用 于 函数 ouo HA 
d 1 
sup PE Du Ir det — Dis] . (1.23) 


我 们 注意 到 Г: cO. MES 
" det( Dw ds 


- " [det( ги) — ае —D'u)]dx 


4 " ег — D?u)dx (1.24) 


eh. + L. 
不 准 看 出 he 一 0《 当 m— oo 时 )， 此 外 我 们 可 证 明 
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dim Tt, СГ. (1.25) 
事实 上 , 如 果 me lim DIL ,, 则 存在 于 序列 m Е ox €T, ,由 

Lk. Mpt 
3138 1.201), 


lel 10019 < 4 р] |, Wpr є Ж, Cm), 


dist{ x09} е 
这 样 э, EE EI ЖЕ pi 一 psp， 容 易 验 证 pE 
Х.б), Bx er, (1.25) 得 证 。 于 是 


де:{ — D'u)dx, 


= Е 


lim L, ж j 


ЖЕ (1.24) 中 令 m — co 得 到 


d 2 + 
^ ID det( —D'u)da |". (1.26) 
在 上 面 取 极 限 过 程 中 应 用 了 en. Æ COD CRAT £s. RË 
应 用 Sobolev {АЗЕРИ ЕН. 注意 到 riari 并 在 (1.26) 的 
AA & ~>0， 则 有 所 要 的 估计 (1.20), 

现在 我 们 来 讨论 椭圆 型 方 程 


sup r, = 
8 


La = —a/Dj;s + БЮ, + cu = f, (1.27) 
,假设 系数 满足 以 下 条 件 : 
(а) > 0, # Q p. (1.28) 
> < B (1.29) 
i 2 Lu Í 
€ = 0, ТЕО РУ, (1.30) 
其 中 £* = [de(a?)]*. 
5675 ШШ FRU SK 32 
Lu = —a Daju = f. (1.31) 


定理 1.8. ib we C<Š9) WB)， 在 9 上 几乎 处 处 满足 
Гои < |, a 满足 条 件 (1.28), MH 
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Ор 


• (1.32) 


sup sx) < sup и (ху) + ;| 
D сг) 


ME 
其 中 v= u— sup uCx). 

证 明 。 不 妨 设 不 等 式 《1.32) 的 右 端 是 有 限 的 ， 现在 记 短 阵 
A — (ай), U = (Du), HEIR 1.1, 在 FT。 上 几乎 处 处 有 Ы;®0, 
应 用 算术 平 淘 值 与 几 柯 平均 征 鸡 不等式, 我们 有 


1 
—alDia = Trace( AU) 2 n[det 4U]" 


= n9* [det( —D:⁄)15, a.e.r€ Гу. 
[ЖЛЕ rl „ДЕУ ЖЕН 
det( — DA 59 HDis8] =< Lo 


应 用 定理 1.7 立即 有 所 要 的 结果 , 

最 后 关于 方程 (1.27) 我 们 得 到 如 下 的 Aleksandrov WEM 
理 : . 

定理 13. 设 «cec(Qnwiz(o 满足 方程 Ди AL 
(1.27) 的 系数 满足 条 件 (1.28) 01.29). Ы (1.30), W 


| ft 
< sup ut СЦ 
вири < sup # + 2r 


А (1.33) 
LT p) ` 


其 中 C 只 依赖 于 s. B 与 ато. 
证 明令 r= u sup st, HF Lus f, 则 在 F; 上 有 
— a Djs £ — Doe + J < IDul|bi 十 f*, 
其 中 b EHE (1,2, - b"). 应 用 Young 不 等 式 * 可 得 
aiDan < ПЫН + СРТ? [Dul атр, 
其 中 上 是 待定 正 数 ， 记 


вр) = Cpl + ut] ns, 


上 式 可 写成 
sa Dyu + ерю] SIO + pF) (134) 
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AE we CUO), WII 1.4 


| | g(p)dp «| g(Du)det( —D'u)dx, (15) 
xad rt 


此 外, 必 在 在 z€ 0, EE jr) 一 sup (z) @ M WIR za € 09, 
BU M = 9。 现在 设 me2， 由 引 理 1.3 (2) 与 引 理 1.5, 
BuC0)COUn v( s) C XCP7). 
又 注意 到 
g(p) zm 22 "1р" t yr 
因此 我 们 有 


jap stp mu, rrt pln неар 


= 217^, ln |: + (М. 


X Hi (1.35) 则 有 
ln Ë - (Gy «Lb g(Dw)det(—D'uYdz, (1.36) 


en 


类 做 于 定理 1.7 的 证 明 方 法 并 注意 到 gtp) 的 有 界 竹 ,可 知 上 式 对 
于 ose Wiz(Q) NCO) DRI, 类 似 于 定理 18 的 证 明 ， 由 
(1.36) 5 (1.34) . 


sh +C) <; 


АЕ 


— ij КА # 
|; (0 [ге l'as 


“十 1 d' Y 
(+) dx 


如 果 fto, Га! о ВЕ 
у ы llis del 


TER 


QE EC 
M = supele) = ca | ps keep . 
[ 
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HE j= 0, 5 a> 0, ЖЕ, MUS pr 0. EME 
t, 


$2. Harnack 不 等 式 与 解 的 Hélder 机 内 估计 


我 们 将 仿照 散 度 型 方程 的 De Giorgi-Nash 估计 的 程序 , 先 
建立 局 部 朴 值 原理 , Sd Harnack 不 等 式 ， 最 后 导出 Harnack + 


FR. 
为 计算 简便 ,我 们 只 和 著 起 以 下 形式 的 方程 
Lu = —a'Djs— f, ЖӘ. (2.1) 
假设 系数 (а?) Raima Е: 
1> 0, AJ =< Yr, Vx€ Q, (2.2) 
其 中 4,4 分 别 是 矩阵 OG 的 最 小 特征 值 与 最 大 特征 值 ，7 
是 某 一 正常 数 。 EM 


定理 21 (局 部 极 值 原理 }。 WHE (21) 的 系数 满足 一 至 
HERRE (2.2), «€ WO) 在 全 上 几乎 处 处 满足 Lx =< f, 
Уі f/i€e L'U), WAFER p> 0, Вау) Со, 我们 有 - 


spa < CL $ "a Ë h (2.3) 

ЕРИ L (B. "AERE . ` 
ЖЄ REMF mr 

证 明 。 应 用 坐标 变换 xs 一 > 三 一 二 ， AUN > 是 坐标 原点 ， 


solos n mamam — 


нба) — (1 — 1512), 
HoBglÍ2iüdÓok. SAGTE 
Di = —28x((1 110) 
Dm = —28854(i— ети ! + Ag(8 一 Рабі 一 эк, 
Ly = (2877 (1 — |12) — 48(8 — 1)a"x;x;l(1 — |а |2), 
其 中 F = Trace(aU). { e = 4s, ШЭН GA 
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Lo = ula + 3Lu — 2a? Рум. (2.4) 
T 1.22) 的 证 明 , 在 FP, -几乎 处 处 有 


ро < — t6 < ron 
еца, дв) — 1— [z] ° 


因此 在 TT, 上 几乎 处 处 有 
2и | = 110 — из! < 


1р0) 
"gem + «02| 


"EG, 
x fé HI (2.45 可 得 


_ z 
Le < nf + (160 + 288)An *v 


=< Can v Tj. ael, 
Fri С{ Ө Г sng 5 v. 由 Aleksandrov RERA 


1 
supe « C (Icio [амс 十 + А ) 
B д |а 


< C [Guo yr) Mat) liera, + Н 
应 用 Young 不 等 式 
sup ç = C n 


+ взир »t-FC, IG? Ж а,» 


LR.) 


B emi 当 pen BE g= > 2, 则 和 有 


sup # =< C |н les, ;十 Iz |， (2.5) 
P$ 


L'CB,y 


X p > n hf, ШР 过 # 时 的 结果 并 应 用 Halder 不 等 式 也 可 得 到 
估计 《2.53. 定 理 得 证 。 
&y Harnack 不 等 式 的 和 证明 是 本 节 中 最 困难 的 部 分 :现在 都 采 
用 Krylov-Safonov 给 出 的 测度 论证 方法 , CATAT E 
引 理 2.2, 15 K, 是 К" 中 的 任意 立方 体 ,T 是 K, 的 可 测 子 
集 , 对 于 0<j <i, WU 
Г. = UlKety) ПЕ Ka( y)C Ku, 
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Ir A KaCp 2 al Касу). (2.6) 

如 果 Г. s Ko WI T [ < a[r.l. 

WEBB. 如 果 [KAOT] > s|K, |, ШУА Г. K. 因此 如 果 
LT; > Ks, WA IKAT)! < ë! K |. 将 K, 等 分 为 2* 个 全 等 
的 小 立方 体 , 记 为 (KG) a 对 于 每 一 KG) 可 能 出 现 以 下 两 
种 情况 

Q) Ir KGO0] «ік, 

О) Ir KG)| > 9| KGOl. СОИ 
ЖААР тАУ KO) 的 集合 记 为 .多 ii。 对 于 
属于 情况 (1) 的 立方 体 KG) B8 4 ДУК, ELEA _ 1 32. `. 
2 。 对 于 立方 体 KOj5) AEA БАНИ, 又 将 属于 情况 
(уйу заа 多:， 对 于 属于 第 一 种 情 碗 的 立方 体 继续 
剖 分 ， 如 此 继续 下 去 ， 可 得 到 一 此 属于 第 二 种 情况 的 立方 体 集合 
在 记 m 

= [KC uiu а) КСА i 7) 
由 上 面 的 取 法 知道 ;如果 Ka. ain) EF , AE 
КС, ia AT] z 81КСА 3,1, Q8) 
[KEG "t аА) П Г | = 8] КОА, "`. TIN | (2.9) 
由 T, 的 定义 ; 则 有 Кл, iT 于 是 | | 
F, А\)КСГ,, 


кєў 


此 外 由 (2.9), 
IRATI ОСКАР = SIKNMTI 
КЕЎ КЕ т 


«8 DK! = lË < š|r,!. 


由 剖 分 的 步骤 可 以 看 出 了 的 稠密 点 必 属 于 Po. шр ГАЧ, 
急 据 实 变 函数 论 知道 了 几乎 处 处 是 稳 密 点 ,因此 
ITI = IPAP «ola. 


这 就 是 所 要 正 的 。 
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定理 23 (98 Harnack RFR) i о АЕ EOM UND 
HAQEOL2), x€ WCO) 满足 Lu >f, Mi FELCO), # 
在 Baco 中 非 负 , 则 存在 p> 0,C > 1 使 得 


, Ú Парс | int. „+ d (2.10) 


+ 
А 


其 中 p,C 只 依赖 于 二 与 7。 
这 个 定理 的 证 明 是 相当 元 长 的 ， ATIS le 


第 一 步 : 应 用 坐标 变换 xe JR’ 我 们 不 妨 设 y 为 坐标 
原点 ，2R = 1, iu 


‚ T= {rE BIOD > 1). (2.11) 
*(B.) 


我 们 将 证 明 存 在 和 >0， 0 < a «1 使 得 当 ITAKI > a| K,i 
时 必 有 


а -e+ 


inf й 2 C'!, 
к (212) 


其 中 六。 表示 以 坐标 原点 为 心 ，2 o 为 边 长 且 边 平行 于 坐标 轴 的 


- H E " 
y ik, % 6n C 5 H f th ] s”. 
F 1 Ы) == in 1 w ERAN i 
对 于 任意 e> 0, Ф 1 Fie’ f 7 с-з ЗАТЕ 
算 表明 


一 a Dyw = iL a Diu — a" Diw Diw 
ute 
=< —g 一 a" D;wDjw, 
BEKES n= (1 — jr, Ф о me, ШОУ (2.1),® 
118 
Lv = nw + Гар 2a?DiwDijn 
< ng 一 qa" DiwDjw — 2a” Diw Dj + P 
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< ng t l ¿ipapa "EU, (2.13) 
1 "7 ` 


由 定理 2.1 的 计算 知道 
= = (1 — =|2 2 + 28670 — | |?) 
— 208 — Ia" xij] 
= 28(1 {УЗ — CZ xl)’ (2.142 

+ 2(8 — 1)a"x;21)]. I 

当 
(28 — 1l x[ Ze ал 

HJ, Е (2.14) 有 Lax 0, ИШТ =€ (0, D. 当 [xl > a 时， 
只 须 取 


RY- 
8 lp 


则 有 Lo 0, W ENE НТ BARRARI): AI < r. 
于 是 由 (2.13) Œ B+ == [r € B Са) > 0j 上 


Le = gl + APA sup (22 ) җв, w, 


其 中 I(B) RR B. FISHER, 注意 到 


由 Aleksandrov 极 值 原理 Iu 
sup. e < С 十 lottis PRE (215) 


«1,1 


1 1 бв) 


Eh c R ФТ n Yan, 
29 ку AMEEN, 我 们 将 球 转换 为 立方 体 ， ЕН (2.15), 
sup < CEL [ie* rmi] 


1 . 
= C[1 + 1К}| *sup v], 
н, `. 


其 中 Ki клек, р> 0) = {rE Kalite <1}, 如 果 


«111» 


Kil - 1 1 
«8 А ll, 
| Ki] (2C)*]K,| Ca" 
则 
sup е = 2С, 
RH 


| inf (8 + в) 22 " (2.16) 


注意 这 里 的 C Ras a ykik iks: Z=, 而 不 计 其 大 小 。 XE 16) 
e 一 0 我 们 得 到 区 下 结论 : ШЖ 
Е: | 
IK, | 

其 中 Ki = {rée K, # =< 1}, WA 
EN а= Сі, 


< 9, 


现在 取 8 == 1 — 0,0 = + 显然 K, Bi. Иң [roO > 


T 
бік, 时 
“ЕТ 一 [EACT NK =< 8[ Kal. 
出 上 面 的 结论 | ` 
int& = inf g C". 
за à 
这 就 是 所 要 证 的 ， 
ROP: 对 于 任 蛮 正 整数 m :如果 IM 
[P OK, z 67K, (2.17) 
则 | 
int с> С", (2.18) 


其 中 C 是 第 一 步 的 结论 中 所 确定 的 常数 . 

当 坟 一 1 时 ,上 述 结论 曙 然 成 立 。 采 用 归 钠 法 , 设 上 述 结论 对 
тюу ИШЕДИ т" + 1 也 成 立 。 现 在 设 
СЕЛК = 47t] Kla (2:19) 
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i K, K, 5E 
F, = UíÍK,: (ж) ^ Kil KCE, 
ГПК, С) z KLG 
由 引 理 2.2, 则 有 
г, = Ë, 或 Ir NR < s|Tr.l, 
XH T, 的 定义 与 第 一 步 的 结论 ， 
inta 207. (2.20) 
如 果 Г, = К = Ka, M (220) AAA (2.18) (Dl m + 1 代替 
m). WE [TOR < 8|Г„]. W e= Cu, v 满足 方程 
—a Div = Cf. 
由 第 一 步 所 给 出 的 记号 


XİL f = (<€ Biz > 11, (2.20) EB 
r,—P. 
因此 由 上 述 事 实 与 (2.19), 


|ЁПЁ,! 2 | га] > гп 


_ il ПК 一 a*i Ka) 一 án Eu. 


由 归纳 法 假设 
ini о => C", 
Bn 
inf g > C =+ 
K, 
Р, {ze Bil èle) > ij, (2.21) 


HFE C> l, p> 0 使 得 对 于 ?六 8 有 估计 


= 1 和 3 。 


ini z |! | 
IB, FP. =< C| В. ЁШ ; (2.22) 


t 


Ei c Es НЕ nY. 
А ya "E 由 第 一 步 的 结论 中 所 采用 的 记号 ,相应 地 有 = 


git,ii 
РА {ЄВ (у> 11 = r,, 
如 果 iB, T, == 0, Д) (2.22) КАЈ. MER |В, ПГ, >= 0, 
WU AA ТЕТЕ E3 3k m 645 
БКА < IF n K. = s=" К, 


到 | 
jn LED RA * (Ina) i m S; 1 + in ты - (In8)^*, 
由 第 二 步 的 结论 (2,18) 
"M - A [IF K. m= 
вст ст |. 
id < = Iá” t/lnC , MI 
ГОК < (C inf p! Kal, 
出 此 不 难得 到 (2.22), 
第 町 步 ， 证明 存在 # > 0 使 得 . 
i "i 
Унаа < C [int a + ni . (2.23) 
Fa (a | 4 1 „ 
由 第 三 章 引 理 L1, 


|. ира ~ el | B, r la: 
t 
š ne 
一 2 BAT, dt + 2 B. NT, dt, 
с | b 


其 中 避 是 待定 正常 数 .在 上 式 右 端 第 二 项 中 应 用 第 三 步 的 估计 ,我 
们 得 到 


"ETT 


" lul dz < 2! e| Bude 让， Cmi) B, iti, 
其 中 mo == inf a, 取 p= aj2, lj 


n [| *dx < b*| B,| + Ст В, 


H b = C3 m, n 


РА à i : 
js lu|^dx =< 2C "eic (ntes 
a B, | 


1| y 
ПА L' B,3 


FED: Ж НИШЕЧЕ ЖЕН 


|; 11742)? «c (inf a "m ) (2.24) 
5 5j | ков 
PX] жє?!" CB 1) , 则 存在 x, € B, 使 得 
ибх) == inf н, (2.25) 
z 


Ina: dy — - P das, ut Cy + &)4у 
5.| Im и? (у)ау, 


利用 中 值 定理 , 则 存在 ye B... 使 得 


现在 作 一 串 球 [B.G Pes 使 得 x, € LETSE JU c В. (x4) 


СА -—0,1,2.:--,N — 1), #5 = yo N = ® .在 每 一 小 球 B.G) 
应 用 第 四 步 的 结论 (2.23), 则 有 


inf s> cL Í u*dx]* -= i£. 
EE Pata gp UA | 


L9 8! Gan 

| ñ , 

> 工 | -一 | а =|] 
c | B4] box iih кд у) i 4 |, 
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"cB. 


= 1 inf BC 


L" n 


AunR CI RUBER GENET 


inf aod. inf 4 — 2 H 
Bri) CN Ba) À 


(2.27) 


ГАС: 


# В, е 上 再 次 应 用 (2. 23), 并 注意 到 (2.26), 我 们 有 
1 1 ? Р a ГАІ 
"n “> c Пе. a | 4 


ZELUM 


联合 不 等 式 (2.27),(2.28) 并 注意 到 (2.257, 不 等 式 (2.242 得 证 。 
EEEH, 

局 部 和 极 值 原理 与 弱 Harnack 不 等 式 自 然 能 导 必 Harnack 不 
等 式 与 解 的 内 部 Helder 模 估 计 ， 

定理 2.4(Harnack 不 等 式 )，。 设 工 的 系数 满足 一 至 椭 轿 型 条 


件 (2.2)，#€ WOES Eig JS Ги}. Lit Le L'(Q), 
н Ж BagGCc20 ЕЕ, Ш 


sup ««c| inf # + R 
БЕЧУ? ERY в 
* * ECB з 


其 中 c ИЖАТ n.Y, 
证 明 。 对 于 定理 2.3 Bp EBGXEBRU РИНЕ ЕШ 2.1 与 定理 2.3, 我 


L'iB,) 


(2.28) 


fH 


ATE 
i 
sup. PE С [c f ud" J 
ЕГУ Bg iyl " 
3 ЕВ, Куу) . 
<с| inten в) 
IT АЫ 
<c | ажа) А 
BEcy) | Lj 
z T (yy 


定理 25. К S SCR BUS £ НО 2), u € WECO) 
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— :- 


тоа Lu= i, xatd. eLo), Wi % + € 


Be DCO, 0 = R = Ras 
|. 


Bg) 


оѕс # = C (2Y | osc s + Шр 
А І 


ву? FAET 
HE C IK tk ah F s 5r. 
证 明 。 记 
m( R) = inr M (R> = d и, 
o(R) 一 MCR} — mCR), s=]. P. 
H L") 


A s= a тв), H| š R: Lu = f fE Br G) 上 的 非 负 解 应 


用 Harnack 不 等 式 (定理 2.45, 
=(& R\ = sup & — int 


4: ЗЕ) ЕУ) 


= sup g 一 十 "M ЕР, 
ERU? С 


< (1 — 1) СЕ) + RF. 


然后 应 用 第 四 章 的 引 理 2.1 立即 有 所 要 的 结论 ， 
53. 解 的 全 局 Holder 模 估 计 


关于 边界 估计 ,我 们 也 可 以 应 用 类 做 于 散 摩 型 方程 的 方法 : 考 
ЖИК ukuu 最 后 导出 弱 Harnack FER, 但 是 我 们 现在 不 去 
详 述 它 .因为 对 于 非 散 度 型 方程 应 用 阐 函 数 得 到 边界 奉 近 的 医 寺 
der 模 佑 计 将 更 具有 一 般 性 ,尽管 我 们 需要 对 边界 加 上 398 ПЧ Ж 
件 一 一 一 致 外 球 性 质 〔〈 即 在 第 二 章 定 义 7.1 中 外 球 半径 P э РОО 
上 的 点 是 一 致 的 )。 

引 理 3.1. 设 乡 具有 一 致 外 球 性 质 , 工 的 系数 满足 一 致 铺 圆 型 
41.2), € Wi Ca) 1 CCOD E Lu j XGA) E L9), 


IUE 


存在 e€ С0 1) 使 得 【Jeep < 00 ， 则 对 于 任意 ха € ƏQ ,x e€ O, 
u(x) 一 s xo) = C l| — xl Tia (2. 


е es 


яса nT, 与 一 致 外 球 半径 Pa . 

证 明 。 对 于 任意 x€O, Ji x c ƏD 使 得 PCR 
dist[z ,00 } ЖЕП 1m — 9| < p; 其 中 PP 是 一 致 外 球 性 质 中 的 外 
球 半径 ,可 不 妨 设 所 1， 考 虑 关于 xs 的 外 球 B.G): 

— B,G)C RAD, 8B,G)080 = (x). 
.这 旦 * [а — 5] < r < р, COE RE. ВЕЧЕ ПАА 
Lt | 
иж) L ———1——, 
(rto |# yl 


其 中 是 待定 天 正 数 ， 容 易 计算 


-— д? Xi €: ij 
Lw e [xo DTT рва 
pa 
> y Pt? тп), 


БЕКА Y SF (2.2), H x 的 邻 域 
A= offre < |z=—y| «3r. 

当 取 pl rn, ШЕ 2. k 

2рА 
(3ғ yr 
现在 在 o. БЕЗЕ ШИА 

pla) = Кух) — Хиба) — ule) + Све). as nans (3.3) 
其 中 外 是 待定 正堂 数 ， 由 (3.2) 


2pK 
f Lec À (< (зун + 2) 0, 


Lwz (3.2) 
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Ї 


тө, 此 外 在 ar, nook 


L” 


如 果 取 K > yenit 
! 


s (z) Z 0, 
AUR XE К > 4r'| ujo ШЕ NVN 上 


А 1 1 
G) > KL (1 2) = zla 20, 


这 样 由 Aleksandrov A ERE, ES 
| { 
110 
时 在 SK. 上 有 ol) 220, BH 


ula) — (хо) s Kwis) + CórY [и] в пәй 
pK 


rp?! 


K Z orfmax I llas 3*7 


=< 


(x — yl — r) + Cór) иад» 
特别 地 


u) — ula) < РК — + (бе)е[и], „л, 


MER r 一 |®—з,| 754, „з=, WA 
“(®) — аба) < C |z — =l 3*9 {Lulene + lal, «p 


其 中 CC 内 依赖 于 asyyp 与 о. 由 此 不 难得 到 定理 所 要 的 结论 . 
定理 3.2， 在 引 理 3.1 的 条 件 下 叉 设 满足 方程 (21), ME 
EC > 0,0 <8 <1 使 得 对 于 任意 x,y c O, 
I |») — uiy)! < C|> — y | 
) G 


B 

4 |су 

фе ВЕ asyyoypydiam Q, M 8 ЯВ яп, 与 a, 
证 明 . 将 引 理 3.1 应 用 于 # 与 ~u, 则 对 于 任意 x€ 82, 

ze ;我 们 有 


[ибк) — Gl < Clr — ml 


( EXP T EIET. 十 
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` [Teks + |+ n 小 


L 


到 对 上 任意 z€ 99, Æ 


| „зс „ < CRT (oo + inja 十 E 


). 


L= 


类 似 于 第 四 章 定理 3.5, 由 内 部 Hilder 宰 估 计 与 上 式 不 难得 到 全 
局 Hélder Eit (3.4). 
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SLE ”完全 非 线性 方程 


本 章 将 讨论 完全 非 线性 方程 
F(x,u, Du, D'u) = 0, 
其 中 F(z,z,p r) SE F P = OX R x R° x Sr k, 2”* # 
示 由 所 有 * 阶 对 称 第 阵 组 成 的 空间 。 
完全 非 线 性 椭圆 型 方程 有 两 个 典型 的 鲍 子 ,一 是 由 几何 问题 
提出 来 的 Monge-Ampere 方程 
det( Dia) = f(x) > 0, 
或 更 一 般 一 点 ,指定 Gauss 曲率 的 方程 
det( Du) = K(x)(1 + ри); 
男 一 个 基 由 控制 论 提出 来 的 Bellman 方程 
sup (L — ft) 一 0， 
其 中 L* вання, еште внш, 后 者 
是 一 致 柿 圆 型 方程 。 作 为 教科 节 ， 我 们 将 仪 限于 讨论 一 致 梢 图 型 
方程 。 
我 们 将 假定 非 线性 请 数 FCx, z, p. r) 在 工 上 满足 以 下 结构 
条 件 : 
(ЕІ) 存在 ¿== l(z,z, p) A= A(x,z,p) 使 得 在 TT 上 
al «(25 )« Al, 
à > 0,A/2 s mlle, 
(F2) IP(x,z,p,0)| < Amt zl) + lp, 
(F3) (E+ ipp EFL! + Fe! + (1 + |р[)|Р,], 
Saal IG + lp lD, 
(F4) #TI E F(z,z,p r) 关于 > 是 凹 的 ， 
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(F5) F(x,z,p,0)sign z s АД(1 + i pl, 
以 上 н 是 常数 ， 400 是 定义 于 [0, оо) 的 非 减 非 仙 函数 C= 
1 TP 3). 

条 件 CFI) X— SU NEEDS A PE, (F2) E (ЕЗ) АЖ 
ВА, FH RAUR, AiE СЕ5) 是 解 的 最 大 模 售 计 所 
需要 的 。 


51. 解 的 最 大 模 估 计 与 Holder 模 估计 


定理 1.1. i F WS ФЕ A СЕ! ),(Е5 „нє CCN wi CO) 
Æ Dirichlet 问题 
FP(z,u,Du , D'u) = 0, Ор; «n» 
u= ps 96 (1.2) 
E RE. Wi] 
suplu| < folas + сём, 


Яся Г s.n 与 diamo, 
证 明 。 我 们 可 将 方程 (1.1) 写成 
—a" Dayu — F(x,u,Du,0) = Ù, 
Жор | | 
| Hx [дБ 
e" (x,m por) N PPN Cx, za ps Tr dr, 
EFEK 0+ 一 {re 0|wlx) > 0} 上 应 用 条 件 (Е5), W 
0 == — a" Dyu — Е(х,и,Ри,0) sign u 
Z — o" Dys — Ан sign( Dju)Dj;u — 18, 
现在 在 Q+ 上 应 用 Aleksandrav 极 导 原理 可 得 
sup ш < |ф|һье + C, 
其 中 C 只 依赖 于 s, 与 diamQ@。 同 理 可 得 到 下 界 估 计 。 
以 后 我 们 将 简 记 上 ni M a) сі = 1,2,3), 
RI 1.2. 3k ме WECO) ЕАУ ASSE AX 
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Lu = —a' (x)Dgu > —А0\ра|? + gG), G). 
其 中 z€ R, ge L(G), a" 满足 


11 =< (af) < AL, 2 =< а СЕ, 


EH АС) 0 LEE, SË Е B, cQ БЕЗЕ, ШЕЕ = 0 
5 C > 1 使 得 


СА "аў < C Ginaf + Арка)» (1.4) 


dB = Hk прау C 除 工 述 量 外 还 依赖 于 PE 
ШЕН, їп 


r= 1 — z", М = [ulos p 
应 用 条 件 (1.3), 我 们 有 
Le = —a"Dje == ue ml Lu + pa” Diu Diu] 
22 —4 | 0С) |. 
由 第 六 章 定理 L3 知道 ， 存 在 只 依赖 于 ”与 а 的 常数 кс 0 与 
c= 1148 


({ easy < Cnt о + Кик). 
Вр | BR 
由 此 易 得 


1 
(i uda)" < Cen (inf u + Кес, 2) 
28р Eg 


引 理 证 毕 ， 
定理 13. ġġ se wulo) 满足 
IL] S 210и? + 2), # 24, (1.5) 
其 中 L.m.g 55128 1.2 的 条 件 桐 同 , 则 对 于 任意 Вс G 5 0< 
а =< 1,308 
osc u X Ca"[osc x= + Rllgiz*apls (1.6) 


Bg Bh 
НН C > 1,00 <a<1 ИНЖ n,A/A 以 及 Bolting. 
ШЕВА, id 
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MCR) = sup s, m( R) = inf в, 
FR BR 


c( R) 一 M(R)— m(R), F, = ef。 
x MCR)— u 5E s-—mCQR) 应 用 引 理 1.2 的 绊 Harnack Ж 
每 式 : 我 们 得 到 


las (мов) 一 „уак «c De — M (4) + RF., 


lfa,- „Са «c |» (£) — „(Ву + ЕР, |. 


TR 
o (R) 一 (Gas (CR) — mR Yd) 
= С (h, (OMCR) — м)" acr 
+ hn Си 一 my asy | 
«c Ë (R)— o (4) " вр.) 
WE. 


wl RY + RF, 


R C — 1 
“ (2) = 
应 用 第 四 童 引 理 2.1 立即 可 得 (1.67. 
定理 1.4. є Wu) 是 方程 (1.12 的 解 , 且 . [аео = М, 
F(z,z,r,p) 满足 结构 案件 (Fl) 与 〈《F2)。 则 对 于 任意 球 Вас 


= Со" 十 Ё 
gsc н g tese ч + mR}, (1.7) 


HH C > 1,00 <а<1 内 依赖 于 nis mM, 
证 明 . 由 方程 (1.1 与 结构 条 件 〈B 2), = 满足 
Гарди! 一 |E(x,s Du, 0)] S 2⁄4(1 t |Dul*), 
其 中 
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1 дЕ 
° Org 
现在 直接 应 用 定理 1.3 8E 493 (1.7), 

为 了 得 到 * 的 全 局 Holder 模 估 计 ， 我 们 与 前 一 章 $ 3 一 样 
利用 曾 函 数 的 技巧 。 

引 理 L5. i нє CNCC), PE 

Lus ¿u (1 + Dal, (1.8) 
其 中 mL 满足 引 理 1.2 EXE BJAR FF ЖЛЕ 9 АН — SL PP ER TE ER, 
存在 0 —< a= l 使 得 lnla <0, MATER € 00 与 
z € 只 ,我 们 有 
пк) — ибҗ) < C |a — nol Tulama + lulun + 10› (1.9) 
其 中 C 员 依赖 于 s,A/J2,u нь] ж|о,ж 与 外 球 半 径 p. 

证 明 。 对 于 任意 xwe Q, ЖЕТ nedo 使 得 |x -— z,| = 
біз х, О}, ЖИЕККЕ о 1, F a| <р, RE 
关于 xç 点 的 外 球 BO) Ж Ца т ARAE inl =< r= о, 
取 如 下 形式 的 出 函数 

m (x) 一 pld), d == jx 一 ?| 一 r， (1.10) 
其 中 由 是 等 定 的 函数 ,满足 (00, ("UL 0. XE x, SEAN 
的 领域 


Gc iu, Du,rD'u)de, 


ай = 


í = OD[0«d 8}, 
这 里 也 是 符 定 正 数 。 在 .上 
waiDaw — Ap Ра |? + 1) 
= pii 2x; yx — y) 
M С [х — уй 
, Bj _ (в yi)(z; — yi) 
M ` |z — y] ix — yË ) 
— Ael СФ) + 1] 


mace — f Dy gn 11. 


(1.1) 
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MERER СБ Л/А = asr С> 0) 


dr Z= max в,а). (1.12) 
27 ДЯ О 
由 (1.11) 可 得 
Ze >a |- (RT tm) Ж 内. 
HERLEES ME 
— 575 = B | (1.13) 
则 有 | 
Ew с> б> La, fg O W. (1.14) 
H (1.13) 解 得 
pld) = (1 + Kd), | (1.15) 
LE : 
' 其 中 天 是 待定 正 数 。 我 们 将 要 求 在 OSNO 上 
w = pid) > 1м, (1.16). 
其 中 Мь„&|#|„о. Е (1.12) 与 (1.16)。 只 须要 求 
dd) = 二-- 一 全 1. Ка 


_ = - 
Ba (1 + Kd) 8 Cl + Kó) 6 


> max a aC, 
Pe 


Ф(8) 一 -l. in(l + Ка) z222M y, 
Bs 


这 只 须 取 
. 1 ғ | 
2 < віп L был БР (1.17) 
Её 一 ењ — |, (1.18) 
现在 考虑 辅助 函数 


sx) = w(x) 一 Du) — u(m)1 + (би) 41, оа. 
显然 
i v) 20, dg 8. 089 k. 
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这 样 注意 到 (1.14) 5 (1.16), 应 用 极 值 原理 可 得 
v(x) 250, Ж .W Е, 
特别 地 


u(X) — u( m) < " la(1 + KIE — «12 + (6r LDuleioo. 
Ho 


取 r< min le Ce 一 Dj 9 ету (118) ШЕ 

式 可 写成 

u(x) — u(m) = L. lo (1 + 8—4) + Cór) [ul;so; 
8% r 


(1.19) 
其 中 依赖 于 His Bs aM o, 24 


1ta 
|z — x| = min le (& (я — 1) e*| 
ы] 


时 , 取 r= отб |ë — хое, Bi (1.19) 可 得 
u(2) — иб) < CIE — nl T" (Luluoo + 1). 

直 此 容易 导出 引 理 的 结论 ， 

定理 1.6. 设 xc CONC) 满足 方程 (1L1),[z]uo<cMw 
[и] эо < oo, 又 设 @ 具 有 一 致 外 球 性 质 , 结 构 条 件 (F1),，(F2) 成 
立 , 则 存在 C > 0，0 8-148 

[ul&o S C([Islaao + lulus + 1), 

其 中 B,C 只 依赖 于 magnsa Ma 与 一 致 外 球 壮 径 m 

此 定理 的 证 明 类 似 于 第 六 章 定理 3.2, 


$2. 解 的 梯度 估计 


对 引 理 1,5 的 证 明 稍 如 修改 ,就 可 得 到 梯度 的 边界 估计 

定理 21. 设 нє COD) C8) 满足 方程 (1.1)，69€ С*, 
在 80 | u= 0,1aloo < М ХБО АН Ы, 结构 
ЖЇР CFID,CE2) ИЛЛ, 


eMe 


sup |Dw| < С, (2.1) 
КЕӨ 


其 中 СИТ 8 , t, H2» a | ио 及 一 致 外 球 半 径 Р. 
证 明 。 在 引 理 1.5 证 明 中 取 r= 0. x 是 OO 上 任意 一 点 ， 
并 注意 到 lalaa 一 0， 网 此 有 
|а) =< 149421, 0 d 8, 


于 是 

On r 1 

5, » xq 0) x FN K. 
:: 3r RIA АЕ ib. 


定理 22. ib «€ CO) C'CO) WEHE C.L), lulang < 
Ма [us Jaa < Ma0 < 8 «12, [Dulas < М, XB F iik hg 
条 件 (F1),CF3), MW 

f рио < Mi, (2.2) 

其 中 M, 只 依赖 于 Asins Bss Mos M gs M, E 8", 

证 明 ， 梯 虑 全 计 一 般 采用 Bernstein 5725. 以前， 在 自然 结 
构 条 件 下 为 得 到 样 度 信 计 还 需要 利用 非 线 性 变换 ， 这样 不 免 要 做 
相当 繁琐 的 计算 ,下 面 给 出 改进 的 Bernstein 方法 , 它 可 以 避免 非 
线性 变换 ,又 过 用 于 自然 结构 条 件 。 

由 于 ose CCE), 必 存 在 = € 0 18 Dule) 一 sup| Du] & 


M. ЖЮ є O, M >l, RI B (æo) 上 的 截断 函数 Ti), 
它 满足 


tr) = 1, 0 < E) < 1, 
1051 < CM, [DE| = C M, (2.3) 


ЯСАК n 在 B,Cm) NO зва 
wia) = 0х) Dsl? + KM'(u(x) — «(x)», (24? 


其 中 下 是 待定 正常 数 , 记 椭 贺 算 子 
Lu = — ӘР (xr, Ри, D'u)Djw 
ðr; 
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— ӘР Cxu, Du, Diw)D.w, 
Op 


ñ 


bz Е ЗУ s 


Lw = PLODuU) + |De PL — 2 ӘР DCD: I Duly 


fij 


HKM Cule) — uC) Lu — 2KM* 28 DisDiu, (2.5) 
ЕК 


注意 到 Dul 一 S (ру, WJ 
n 
L(]|Ds|2) = 2D;n - L(Die) 一 128 DinDijn, 
对 方程 (1.1) 关于 x, 微 商 后 得 到 


L(D,u) = S Ри + 2E, 


МАЕ СЕЗ) 
ILCDíu)] лам? + M |р), 


其 中 1р Y (рну. FE 


LCI Ds |?) s& — 23 | D'ul?* + CAM?COM? + риу, (2.60 


此 外 

С) 一 Ma < ММТ", 3 re BDN 时 ， (2.7) 
: | Lul < CACM? + 102]. (2.8) 
将 (2.6), (2.7), (2.8) 代入 (2.5)， 并 应 用 (2.3), 则 在 В, Cn) 
no 上 


Læ = —2Atl Di it — AKM! Dat? 
+ CAM (M: + iD: |) + САКМУ М? + [D:s |). 
应 用 Cauchy 不 等 式 , 在 В.к) ПО 上 我 们 有 


Lw < —21KM:I Du]: + сыг 
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Е 1 [or 1:1 
+ с (км + км; y. 
РА 


如 果 (ж) 在 В.С) ПО 的 某 点 > 上 取 惠 最 大 值 , 则 


M’ = wir) S wO = KM Cu — u P 
= C KM? Y, 


(2.9) 


于 是 有 
M < (ск), 
如 有 果 (е) 在 Bio Па ВОЖА v ЕЕН. АИ 
М? = (xy) < wG) < Mi KM'QiGy) — 809)? 
=< M: + C KM, 
应 用 Young 不 等 式 不 难得 到 
M! « 2M?--CK*, 
AUR w(x) 在 BOO Ёру у 达到 最 大 值 ， 则 由 《2.92， 
在 了 点 上 我 们 有 
0 < Lw =< —21KM°| Dul 十 


z 
B 


CaM | 
e 


Ca (кит + км), 
ЕЖЕ y 点 上 I 
1и)" < <2 = м" + ceM + KM7”). (2.10) 
5)— BTE Hi: e (z) — 
M! == (xe) < (y) = При] + СКМ", 
F (2.102 代入 上 式 得 到 
M'« S M! + CM + KM), 
取 K= 2C, hl 
M! =< ССМ? + M17), 
此 此 立即 可 得 M = С. EEH, 
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$3， 解 的 梯度 的 Holder fiih 


由 于 梯度 是 问 量 , 故 关于 向 量 的 情况 ,我 们 也 需要 有 类似 于 第 
四 章 引 理 2.1 的 选 代 结 来 、 
508 3.1. HF CRG = 0,2,::-,ND 是 定义 于 O, Rl 上 


的 非 负 非 减 苞 数 ， 对 于 每 一 个 ge (os d 存在 指标 集 A(R)C 
0,2, N) 《可 以 是 空 集 》 使 得 e (R) WEATER: _ 
У ою) < D oR) + С, GE vo < k < Ë, 
іє ACRI ig AE) 
- (за) 
R Ro, 
o < c, [| У; aOR) gy + (Ë yl vo < R < 2, 


(3.2) 
其 中 0,0, 0,7€(0,1),0€ (0,11 是 常数 , 则 存在 m € (0,21, 
C,> 0 使 得 


У ов) < c, (2) (X о.) + 1), vo < R < Ros 
(3.3) 


Ж а,С. 只 依赖 于 NC» Cia Er, 
证 明 。 对 于 0 < a< 1, 5 


У! oR) 一 > s (R) + ñ 22 cu (R) 


* Cl 一 8) i 2i С). 
前 两 项 应 用 条 件 С. 1),(3.2), 我 们 得 到 
> eR) & (0 + C) p» e, C2R) 
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+ (1 — #) M ex(2R 3 + (C, + ZG.) (3Y. 


Е. 


MER SEI Y + C. 1— 8, Bj p= 112 BE 


D e KR) < (1 — 8) 31 o(2R) + (C, 8C) (ж), 


Pd 


应 用 第 四 章 引 理 2.1 srEB4S 1 (3.32. 

定理 3.2. 设 s € C'(0) ETELE a LARE, E [u h < 
MaesL# Ji;o = М, МАЯ ЕЖА А СЕ 1)5 (Е 3), WATE 
意 B,C0, 有 


> osc Diu = C g” i> osc (Du) + R}, wo <a Zl, (34) 


TIE Тш UR 
Еф c >1.0<a—<1 只 依赖 于 mom Mo 与 Mu 
WEBA. 4 | 
w? = (—1% Бн +e | Da | (Q= 1,2,88 = 1,25, 
(3.5) 
其 中 e 是 待定 小 正 数 《以 后 将 取 上 一 CEGMaT ty i 


c RY = osc Din, wa R )= osc w? 
ER ER 


(L= 1,2,- 0 1,2), (3.6) 


jc FELT 
L = — ӨР (x,u,Du,D'u)D — à (x,u, Du, D'u) Di, 
Tij | 1 
应 用 乘积 微 商 公式 


Lw? — 《一 上 JBL Dru) + 26 Du LCD au) 


— 2& ЭЁ рыш, 
гі 
对 方程 《1.1) 关于 n 微 商 后 得 到 
ӨЕ OF 
жа С D H + ыт 
10м) Oz ч Ox: 


应 用 结构 条 件 (F3) HERH Греј Ma Ж 
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Lw? s CAD + 1р1) — 2&1 | Diu], 
应 用 Cauchy 不 等 式 , 我 们 有 
一 DE руш? = Lu? + BF Diw? 
Ür; Op; 
e —222|D'ut + CAG -+ |D: | 十 (Dw? р 
= СА + Defi). 
sehn EO БЕН Ж, ВИМЕ s= 62M O”, 
ы Жр | 


W* 一 sup ш?, (3.7) 
R 


对 于 函数 WY 一 wf MRSE 1.2 99 Harnack PEA 


or (8) a (f, ort epey 


< ССИ? — sup н Е?) (i= 1,2,-. ,nO = 1,2), 
š 


(3.8) 


对 于 固定 的 К, 记 指 标 集 


A= |; — nti (8) 2 1 1 S) o "OS 


ИТУ! 


Ф? (&) = max loi (Ey.oi » )n- .(3.9) 
我 们 将 对 于 СК) = 1,2, 7,3 n) 应 用 引 理 3.1. 
x s= 0n + 1€ A Bh, (3.60. (3.52 5 (395 得 


to ( R) = a (R) — 26M, У) wR) 


>(&— 2м.) юв) > LX (R), (3.10) 


这 里 用 到 em (16nM1)"'。 同 理 , 当 з Ө» + l€ 4 时 有 
X Qt — #1) оя) — 46м, P (8). 


“I š ml 
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>21 уу eq. (00040 


án "m 
此 外 由 (3.5) 5 e 的 取 法 知 
e (R) < (1 + i) » e(R) (= 1,2,-:-,39), (312) 
由 ef 的 定义 (3.8)， 


[2 Qrt— ene] «c 3 or (2). 


am} 


如 果 s — 6n + 1€ А, H AES 5 (3.11), 
dc EPIO 
«el Eos] 


1 . 
= ВСп У miCR), 


XAM (3.12). = дз + 0€ À 时 


7 (2) >mar 09 


TEH :一 85 + іє A 时 ,由 03,8) 的 估计 ， 我 们 有 
m ( R)= ССИ? — sup wf + R°) 
; ai 


<e (ac a (E) + x). 


e, (Ж\< €—L к) +R, 当 ;є Hd (313) 
2/ c 


此 外 由 《3.12) 5 (3.10), 


Зя 


У) o (R< 3и ( + i) > wR) 


P=) 
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= 12 2 人 (1 十 2) 317633 (3.14) 


Пп? red 

fit (3.135, (3.14) 说 明 对 于 CR) G= 1, 2, +++, Зв) 5D 
3.1 的 条 和 件 成 并 ,应 用 其 结论 即 可 完成 定理 的 证 朋 。. 

ЖРА АЖ Da 的 Helder 模 内 估计 ,为 得 到 全 局 估计 ， 
我 们 尚 需 得 到 边界 附近 的 估计 。 这 可 以 应 用 Krylov 在 1983 年 
所 建立 的 梯度 Holder 模 边 界 估 计 的 引 理 ， 这 个 引 理 对 于 完全 非 
线性 方程 的 CU* 全 局 估计 区 其 重要 ,后 来 Caffarelli 与 Trudin- 
ger 简化 了 引 旦 的 证 明 ,下面 的 证 明 是 属于 他 们 的 ， 

在 半径 Ва, 上 考虑 线性 顶 圆 型 方程 


Lu = a"i Dan = f(x), (3.15) 
设 4,4 ЗЕЕ Саа) 的 最 小 与 最 大 特征 值 ,它们 满足 
AID, AJA = д Ке] x€ Bš, 时 ， (3.16) 
其 中 а 是 常数 ， 


HTH 89 4。 记 柱 形 区 域 
Bg, = {х||х| < R,0 < x, < šR), 


* 
Вр, 一 人 1<R ŽE < < *} 《3.17) 
其 中 X ^-- (x1, ** * s Xu a). 


318 3.3. 存在 8- GEP д) 90, ШЖ (а) 在 Bus 上 
Е (3.16), мє СОВ. в.) ПИЗ Bu 适合 Lu > f, LE Baa 


上 非 负 ,在 x. = 0 Euch, Ine 则 存在 <> 0， 
C zl 使 得 Mt tous 
| NET А 
Py (5) dz| «c Int Z 2 +} |> auo] (3.18) 
其 中 &,C ЯҒ п, и. 
证 明 。 令 „= 一 ， 由 引 理 1.5 与 引 理 2.1 的 阅 函 数论 证 方法 


可 知道 + 是 有 界 的 ;我们 普 先 让 明 人 存在 了 <= (п, а) > 0 使 得 
rY135 * 


int # < 2 ( ipte uH "m (3.19) 
ai ^ 
NE SLM kai, i=l, int, vlxx gR) = 
LE Bu СААЯ 


wa) 一 Ë — ia] + G + sup] fl) "ru x. (3.20) 
w 


容易 计算 
w= et azt; TUO + зор! Р) 
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< -70 + suplf 12 + éla — 1) 


1 1 
取 s= min f, S(n— 1n г)» 风 当 xe By. 时 


Lw sç f = Lu, 
此 外 当 x€8B,, 时 
sume = sume = 0, 
tel, =e =< 8 =< ule 
$e © 0 nM LS 


由 Aleksandrov 极 什 原理 ,在 Bis =w, 特别 地 在 Bj,s 上 
ç = > 2—0 е" 
f zy sup) fl. 


ti PARLA ERAGE (319), 
在 Bays 上 对 于 非 负 解 * 应 用 弱 Farnack PEA CERE 
EEL), 我 们 有 


P «| < “шкет , 


注意 到 在 В 
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上 式 可 写成 


a, az] &c[int + + sz .| 


B 
Ea 


РА 
1 Nu 
将 (3.19) RATER (3.18), 
3138 3.4 (Krylov Бр), EE (a?) 在 B+ 上 满足 (3.16), 


Te L0, кє C(BE) wt?) WENE C15). MWEE 


С21,0 < <! @ тен R57 В 
osc — = C R° (ово Z -一 +! ) (3.21) 
в} › 


LM х, ві Ta | 
) 
À ^us 


Q 8-1. (3.22) 


«c [int ; s + R 


КЕ 


1 
其 中 a,C BURG s.m. Eu; nit 


[ри], BB ue à > = С — 6) (Iulus +| 


证 明 。 记 
MR) = sup s, m(R) 一 inf v, (К) = МСК) 一 m( R), 
Вк, ET 

其 中 „= 2, a E5 3.3 确定 的 常数 ， 对 函数 x M (2R) — а 
与 и x,m(LR) 应 用 引 理 3.3, 则 有 
[fs (мою— eyas]* 

«c мок) — M (4) + "|: 
i 


= mQR)de] 


外 小 


|.) 
<c Ë (2) — n(2R) + "|z 
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TRE 
a(2 R) = C Tí. (M(2R)— eYdx rl 
i" А 


+ im Се — m(2 RoY dx ) 


«c joo - «(Ё ) |] ; 


А 
R C —1 
f ° (2) < c 
然后 应 用 第 四 章 引 理 21.21. . 
定理 3.5. 设 方程 (1.1) 满足 结构 条 件 (F1), (ЕЗ), 080€ С?, 
pE СФ), X3& ue COD COD). 是 问题 (1.1), 1.2) 的 解 , 且 
Eula  Mas[2]5o < Mis MEE C > 0, 0 < 8 < 1 使 得 对 于 


整理 后 得 


(2 R) 十 к| |. 


osc Он < СВ, WR — 0, (3.23) 
Рег Вабо) 


Eh g, C КТ пушока Mos Mas lel: E до, 
证 明 。 首 先 令 一 “一 p, o 满足 方程 
— a Dav = —а#Бцфр + F(x,u,Du,0), 


其 中 


А ‚ЗЕ 
ай х= f 9r; Cxu, Du ,cD'uMr, 

设 me 89， 由 于 ge C, 我 们 可 以 通过 一 个 Cs 微分 同 胚 将 
060 在 x, 的 邻 域 展 平 ,并 第 x EORR Bis Е ЕТЕ 
Krylov 3| 理 


[Der] * C, 


as BT Dr, 0} 
? 
ЖЕНЕ ШИБЕ О, {КУ RUBER SS az Ruf 
[Du].so = С. (3.24) | 
эк ALT PS aT 26 2 БАҖ 
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wi) Du Te Du  (—1,2, mÂ —1,25. 


(3.25) 
在 引 理 3.2 中 已 证 


一 这 Diw? < CAU + ра? |2), 
HRIH 1.5, 对 于 任意 8609,26 О, 
«Ma — оба) & c, |z — x [175 (1 + > Le? ыга). 
由 wy 的 定义 与 (3.24), 上 式 草 含 著 
Ри (у — Олма) | — 28 M, > (Di) — Dilo) 
« C, — |79, 
对 了 求 和 后 ， 并 取 e 一 E 后 , 则 有 


>) Dm — Риб) < C |z — S119, 690,560. 


由 此 立即 得 到 (3.23), 
这 样 由 定理 '3.2 能 举 估计 与 定理 3.5 的 边界 附近 的 估计 ,我 们 
可 得 到 梯度 的 全 局 Holder 模 估计 , 即 存 在 С 221,00 <1 E 
得 
5) [0,1,0 < C, 


LEE 


其 中 B.C ЯР я ураз баз | |o Lels iolz 以 及 9, 
84. 非 获 度 型 氢 线 性 方程 的 可 解 性 


SUE 2618 10 8X UE; FE 
—a"(x,u, Du)Dju + bru, Du) = 0, (4.1) 


这 相当 于 方程 C1.1) 中 取 非 线性 函数 
F(x,u,p,r) = a" (xyzp)rij 一 besz p). 
这 样 相应 的 结构 条 件 林 重新 叙述 如 下 ; 
(FIY 没 i, A ЈЕ (a7) 的 最 小 特征 值 与 最 大 特征 
А, охЕхХ Е" E 
à 270, ДРА pat ||); 
(F2)! |5(z,2, 21 = Cl Da + lp) 


(F3) >; [G + igl)^71D.a| + i Dal 


+O + ip|)|D,at |] s 2 1z1), 
《1 二 iph Dbl] + ID,b| + C1 + |р|)]рР,5| 
= Ag |а + |р|®); 

(F5Y —b(x,z,phsign z = AB(1 + jel). 

从 1 一 3， 我 们 知道 ， 在 结构 条 件 (Fl), ,(F2y,(F3 ' 与 
(F5) 下 ; 当 Əo é C2, рє C(Q) 时 ， 如 果 se CODO CC 
是 Dirichiet HE (4.1) 5 (1.2) 的 解 , 则 对 于 基 0 8d, R 
们 可 得 到 x 在 ССО) 中 的 先 蛤 估计 。 

现在 我 人 | 来 研究 氛 线 性 方程 (4.1) 的 Dirichlet 问题 的 可 解 
性 ， 这 里 我 们 将 所 用 Leray-Schauder 不 动 点 定理 的 一 个 特殊 情 
Ж: 


TÆ Baach SWX AARTEEN, X TF E hy SX 

对 使 得 | 
lxx М, Vz € [xe Х|Зое [0,1],хл = oTx}, 

则 斌 有 一 个 不 动 点 ， 

定理 41. 设 0<a < 1, бє C, 方程 (4.1) 的 系数 a, 
be C(O X R x R°) 且 满 足 结 构 条 件 (F1》，(F2)》，(F3) 与 
(Е5У, pe C™CO) WD Dirichlet [| Ы (4.1), (1.2 存在 解 
sc CCD). 

ЕД, Jib а, be CCO XR Xx R'), 其 中 0—<—8 < 1.0 
Banach 空间 X = C(A), 对 于 任意 e€ C), MU F Diri- 
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chlet 问题 
[7 рр Tbx.v,D») = 0, 0 P (42) 
"= Ф, 在 69 上 . 
AES Schauder 理论 ， 上 述 问 题 存 在 唯一 的 解 seco), 
E ШЕЙ # 一 了 Tv， 类 似 于 第 五 章 定 理 6.1， 可 证 朋 了 是 紧 映 射 ， 
对 于 se CHLO), B u= отн, 20 F Dirichlet 问题 
{PD 十 cb(z n, Рн) = 0, #0, (4.3) 
и = ору 在 8Q 上 
НЧ. 贝 上 上 面 关 于 了 的 定义 的 狂 述 ， 我 们 已 经 知道 必 有 s€ 
C2e( 03. ШЕ e, be C(O x R x R”) 并 应 用 Schauder БЕ 
ib. se CHLONC CD) x Er 8$ 1—8 3 的 先 验 估计 ,我 们 知道 
存在 C 220, Осе 1 使 得 (4.37 的 解 有 以 下 估计 
нро < C, 
由 Schauder fiit WA 
[ипо C, 
因而 对 于 尾音 舍得 x = oT. 的 不 动 点 ;都 有 
[luo s С. 
现在 由 Leray-Schauder 定理 立即 得 到 问题 《4.1),， (1.2) FER 
uc С?" OQ), 
ATRAN ЖИН) ВОЕНО ФЕЈ, НХ ad ba € C (Ox 
R x В”), Ж ЖЕ a,b, TR RUE У. 
由 此 我 们 可 以 看 到 关于 系数 的 进一步 光滑 性 假定 是 无 关 紧 要 
的 ,结构 条 件 才 是 实质 性 的 。 


$5. 关于 完全 非 线性 方程 的 可 解 性 


关于 完全 非 北 性 方程 的 Dirichlet 问题 ，Leray-Schauder 定 
理 不 百 适 用 ,因为 用 类 似 于 4 的 方法 此 时 无 法 构造 一 个 其 旺 射 . 
我 们 将 应 用 非 线性 证 殉 分 析 中 的 隐 青 数 定理 来 做 连续 范 展 . 

首先 我 们 叙述 有 关 非 线性 泛 攻 分 析 的 一 些 和 概念 ， 并 不 加 证 明 
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НУВ ЕЕ, 
W X,.X, ДЕЗЕ Banach 空间 ，F 是 X,— X, BRA. F ZE 
w€ X, 上 Fréchet 可 微 是 指 存 在 有 界线 性 算 子 L: X, — X, 使 得 
[FU + k] — Fis] — І, == оС), МАЄ Xo (5.1) 
ËI LERRA F Es 的 Fréchet 导数 , 记 为 Р, 
ЖІ 如 果 F 是 X,—> X, 的 有 界线 性 算 子 ， 则 F, = F. 
fi 2. 如果 P[s] = ЕСО), X = C"(2), X,= C*(9), 
函数 Feco"), MI 
І ғ, = PF (ршура, (5.2) 
ðr; 


事实 上 f 
[ш +h] — FI] 一 I pal, 
fii 


F 


= | F(D: + Dh) — F(D'u) 一 it (очур |, 
А ги 


| oF (Dw + тр) D;hdr 一 p (Pa) Dulk) 
та 


0 rj 
lj OF( Dia 4- cDh дЕ 
= д || „е.а | .SOE(D'«-:D'A) _ ӨР Du dr 
ДЕ; | о Br (v) 


一 (|А саз). 
现在 设 Х,.Х.Х, 是 实 Benach S0, ШЕЙ] С.Х, X x— X, 
在 点 (и, о)Е X, X > 的 Fréchet 导数 记 为 Go». 对 于 任意 
B€ Х,, АЄ Z, 


Go o(8,1) — Gunoh + GU, 

Д Gino: Xi X, Giani 9 X. 称 为 G 在 (xsz) 的 Fréchet 
ji su. 

HAREE, 设 X,,Z,X, АЗЕ Banach Z], G EF (H X, x Z 
BFT X, 的 映射 ,对 于 (идо) € X, x Z, G 满足: 

(1) С [назо] == 0, 

(2) GE [mso] ВЈ HL E, Fréchet 导数 在 (ma, zo) 
连续 。 
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(3) 关于 x 的 Fréchet 偏 导 数 Gu TE. 则 存在 z 在 
ХВ 240. E Gin, o] 一 0 对 于 每 一 个 c€ AY. 可 解 , 即 
对 于 每 一 og€ ,存在 us 使 得 С[,е] = 0, 

现在 记 


Fis] = F(x,u,Du,Du), 
定理 SL 设 Fe СГ НЯ (Рі), 如 果 对 于 
其 0<8 <1, 8298 C, pe CD), Jjsa (11) 满足 其 它 结 
构 条 忻 (адваж), НТ c€[0, 1], 方程 FIw]— 
eF[o] 一 0 在 C^*(2) 中 满足 边 值 条 件 (1.2) 的 所 有 可 能 解 都 
Ма 


lalan < М, (5.3) 
其 中 Mz 1 只 依赖 于 mp, BWR, pH o, БУЫ FG 
E 
(F6) F.(z,z,p r) < 0, V(z,z.p.r)€E T, 
则 Dirichlet [BIER (1.1), (1.2) 存在 解 we CUD), 
WEB]. HR Xi 一 {re CLD) 190 Ee = 0}, X, = CCD), 
三 一 R, {ЕЙТЕ ЕМ С:Х, X [0,11] — Xi, 
Gir, o] = F [s + 9] — =Р[ф}, (5.4) 
我 们 将 解 方 程 Clr, 一 0, 容 易 看 出 当 с=з. Gls,0] = 0 
ШШЕ né X, M s= р + p 必 为 Dirichlet 问题 (1.1), 
(1.2) 的 解 。 现 在 记 
S= (ce [0,T1|#e € X; Gln a] = 0), . (5.5) 
首先 3 是 非 空 的 ;因为 当 = 一 1 时 = 和 是 隐 国 数 方程 Gty, 林 一 
0 的 解 , 即 1€ S$。 我 们 将 证 明 S 相对 于 [0,11 既 开 又 闭 , MUJ S= 
[0,1] ,定理 就 得 证 了 . 
我 们 可 以 应 用 隐 秀 数 定理 来 证 明 S 相对 于 [0,11 是 开 的 ， 设 
g € $; 由 M Haag (5,50 必 存在 vo € X, EIG [sa Gal = 0, 容易 
计算 Fréchet FR 


Glue [55 Dj + 27. p, + 
. i y 8 ü H др; 1 十 


а 
Oz lis, рт), DH, DI Cr 9 
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这 是 一 个 出 X 一 X, КЕ АНУ, HE (F6), RER 
' 理 与 Schauder HEW, Сі, 是 可 道 的 ,由 隐 遂 数 定理 , 存 站 o 
Во -YY 们 [0,1] ,使 得 当 ot NNI, 118, Girs] = 0 X 
Тн. Вр A NEGIS, 
ВИ ЕНН SEHI. GRA EE OU Ho US (Aib 65.3). © 
T € $,24 n —co If o, — ov, 要 证 ou € S, 由 3 的 定义 :存在 v. € Xi 
E Glosson] = 0, В 
v, € CFO), valoo = 0, 
Fier, d] — z,F [g] = 0, (5.6) 
HH 05.3), Bl] |o, + plugs М, E Ascoli-Arzelá E, v. Ú 
存在 于 СО) ОАО РРР УШК ТЖЕ vo B. me CA), 
ik (5.7) rici T- He PUT PER BRIT 
Flin + pl — ФЕТ) = 0, 
BU e,€ S$。 定理 得 证 。 
附注 。 在 定理 5.1 的 假定 下 。 如 果 对 于 某 0 <= 之 1， 进 一 
步 假定 FE СУГ) (А 221), lll Dirichlet 问题 (1.1), (1.2) 
的 解 sec Cte ONCA), ша FE Cte(P) (А221), 
pE CIHO), 80€ С] we САЗ» Q). 
由 定理 5.1 我 们 可 以 看 出 , 对 于 完全 非 线性 方程 的 Dirichlet 
问题 的 可 解 性 可 以 归结 为 先 验 估计 (5.3), 即 解 的 CU 金 局 估计 ， 


56. 一 类 特殊 方程 


本 节 将 考虑 如 下 的 完全 非 线 性 方程 
F(D'u) = 0. | (61) 
ЗУ ЕЕ FPERRA (Fl),(F4). 
定理 6.1. Ж ЕЕЕ Sh dft (FI), (P4), Fe G'(T), 
Əoe c°, g€ CË), 则 存在 C zml,0-—B«l, 使 得 对 于 
Dirichlet 问题 (6.1), (1.2) 的 解 «€ CCD), 都 有 以 下 合计 
[Duino < С{|#|що + Lpl30), (6.2) 
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Ha ЕСК naliet) 5 59. 
首先 我 们 应 该 注意 到 对 于 任意 1<р< со, ме ПКС) П 
CD5)。 事 实 上 ,利用 差 商 不 难 证 明 Оне CA Q), E. 


BF (puypa(D.)—90 过 一 152 pn). 
Өе 


出 L' 理论 , 则 有 D ys € W (O), 
为 证 明定 理 61 我们 需要 代数 上 的 一 个 引 理 ， | 
引 理 6.2. 对 于 0<0= @< со, НИНИ А 
S[8,8] = (4€ SOT < Ач 8I), (8.3). 
则 存在 NN 个 单位 向 量 vivae sys BEBO TUER AE 510,9], 


| | 
.A= У) 8,(4)7:97;; ` (6.43) 


0 « 0, < 8 (СА) < Ə, < co G-1,-,8) (Gs) 
其 中 Му, (k=l, N). 8,, 8, 只 依赖 于 n,0,68, | 
证 明 ， 记 e; 为 第 i 个 坐标 向 量 ,ei = e; + е, MERE 
# 1 = Li 
| `. )- У) 29е, +) tts 
1] п i=l hjal 


. igj 


对 于 任意 465 [®, e|. 存在 非 退化 矩阵 C 使 得 


n i 
A= СТ `. c. 
' 1 8р. 


因此 


A= > Ce, Ce; + > Ces Cea, 


` igj 


ИЛЗ Л 存在 n (п + 1)/2 PRAE Yi. Fas tref nar 
使 得 7,097; G1, 2, ED) Ros 的 线性 无 关 的 元 
Ж.Н. | 
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LACE S 9] 
A= M 8,9? 
# жу 


Ey asia 0 DE 
Uf Fs Py) 一 > A .@?,|a, > jJ. 
其 中 м,— BO ED, 显然 Usu?) 是 S° 的 开 集 ,对 | 
于 任意 4e 3 | 2 ，@]|， 相 应 的 所 有 U G, s Pn) 构成 了 
s [2,0] рш. 5[®, ө] жни, FARER uo, 


UP, UOD, 将 上 述 向 量 台 在 一 起 , 记 为 с-ту WEF 
任意 463 |5, e], 都 有 


А 一 > Фат, Ё; > 0. 
现在 如果 Ae 5[0,01. MH 
_ ө 8 

4— Уу sre s [е , ө]. | 
因此 | 
` N М. 
` 4— MN 21 bn. 
RAR 804) — ñi + D zs BI 63), 


附注 .在 引 理 6.2 ni in.) 中 可 以 包括 向 和 


ep Cc eil 2. (,j — M2, 5,6) 
Bus mii: 存在 常数 C (只 依赖 于 n,0,6) 使 得 


1 pups > |D; nl? < C |D:g|:, 
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Җир Dune XR n OE n 的 二 次 方向 微 商 。 
定理 6.1 的 证 明 。 对 于 SIL. ad 按 引 理 6.2 确定 疝 是 т, 
sir yr 并 使 其 包括 es Gs b eI 2. (0,101,255), 
其 中 шщ (ио) 为 结构 条 件 《F1) 中 的 数 ， 为 简单 起 见 , 我 
们 经 党 省略 yt 的 下 标 , 简 单 记 为 z, 
方程 (6.1) 沿 方向 Y 微 商 两 次 后 得 
ӘР ДЕ 
Pr Di(Drr#) + ӨРӨ 


由 F 关 于 7 的 是 性 条 件 (F4, 


— SE pu(Dsw)sz0. (6.6) 
dri 


Р нр yri == 0, 


设 球 B, 0, id 
M (R) = sup Юн, туб R) — inf D; z и, (6.7) 
Bp Bg B 
oR) = MR) 一 n CR). 
ЕЧ (6.65, 对 于 M; (2R) 一 Р.и 可 应 用 第 六 章 定 理 2.385358 
Harnack 不 等 式 ， 我 们 得 到 
e (R) | (MGR) 一 р.м) 
< COLOR) — MG) Gr 1,2,--,N), (6.8) 
由 方程 (6.1) 5513 6:2, | 
0 = F(D'u(x)) — F(D'uCy)) 
=- PEOD (Disa) — Рамбу) 
8r . 


Е . 
-4 > BACD v ux) 一 Drt OD). 
*-1 


FEH x,y€ Bu 时 对 于 其 一 1616 №, 
BD) — Deu 2) — >, Bx(D,, — Der) 
REI 


> Ө >; CM ,CZ2R) — Den 2). 
k*i1 
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HR i pta ye В» 时 。 
8'( Dey Cy) 一 m [2 R)) «o 5 ( M,CZ2R) 一 D; r (2). 
4-1 


应 用 (68)， 
上 tuu — m(2R)1ay |* < c X ec 
Bg à 


<C PD) [M IGR) 一 MG), 
于 是 由 此 式 与 (6.8) | 
MAIR) — mQR) < c Í|] (Guo moms] 
. Јар 


т [ar (Mi(2R) 一 Рау)" | 中 


< с 3 EM4QR) — мв), 
不 等 式 对 ! 从 1 至 N 求 和 后 得 

x eR) < C P o2 R) — 33 ок) 
监理 后 得 到 


此 一 1 k= 
» | ; 
D oR) < ©—1 31a QR), 
i=l А Il 
由 第 四 章 引 理 21; 则 有 “ 


S e(eR)€ Cc У\ (В), У0<о<1, (6.9) 
1-4 


1-1 


其 中 Cm1.0-e«1 Ж m. а. Ба SIR 
的 Holder 米内 估计 , 即 对 于 任意 sye 0, 有 


„г. (Due) — Бабу) < C ET ML (6.10) 
256, 


下 面 讨 论 二 阶 导 数 在 边界 附近 的 Holder 横 估 让 。 4 o= 
н 一 ФУ Div 满足 方程 
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一 2Е Da Бу) = jlr) (k-—1,2,--,); 


< Clolso. (6.11) 


sp |3. 


对 于 neba, HF age С°, 存在 一 个 C ЭНИ 00 在 х* 
的 邻 域 展 平 ,并 将 x. АНУ ОЮ RAIRE Br, 不妨 设 Dae 在 
B; 上 仿 满足 形 如 (6.117 АБЕ. А = 1,2,-…,# 一 1, 由 于 
Div | 0 = 0, 可 应 用 Krylov В| (5]3E 3.4) 得 到 


[DDiv], ast uas < CES + lell 
1 i . 
(k= I,:--,n— 1), (6.12? 
利用 方程 C6.1), 则 有 
2°] = СП |. + 1911, 


a, авї (ix, 2n 
з 


оН аР, 
Юн] eo s С11а1, + 19ls1. (6.13) 
我 们 将 利用 边界 估计 (6.13) 来 得 到 边界 附近 的 估计 , 然后 与 内 全 
计 《6.9) 结合 立即 可 得 所 要 的 全 局 估计 ， 
对 于 微分 不 等 式 (6.6) 应 用 第 六 章 引 理 2.1, 8] әң me 00, 
хє до Ff, 


Dux) — Drrul x.) = C | x — 1174 |]; + [ЭФ] во}, 
| (6.14) 
3) —J mi eZ RR (6.1) 与 引 理 6.2 
0 = F(D:s(x)) — F(Du(x)) 


= PUT) 
Orjj 


) (Duela) 一 Diu(xo)] 


N 
= = Bl Dr r ux) — D, iu). 
k=l 


RETE (6.14), 对 于 基 一 :1 =< 1 =< n, 
BiCD y y an ) 一 Dini) 


» [49 * 


= È ВАСО, r (s) 一 Dy, (za)) 
Td 


< Cx — x T 40р], ао + Iuli), (6.15) 
综合 估计 (6.14) 与 (6.15), 当 * 沿 着 л» Н), Н Ie — х. e 
村 ,我们 有 
|Dyzu(x) 一 Dyu(xy)l =< Cix 一 zol TFE (02и) (во + iui. 
FEYTE re 00 与 R0 
osc Рн G R Tes (ul, 十 | 下 (6.16) 


врх) 
HAH (6.9) Б REIHE (STE (6.16), ЭДИ SUAE Жин 
[D?u] 5.52 = Cíils|; + 1413}. 
其 中 0<8 过 1。 然后 利用 内 插 不 等 式 即 可 完成 定理 的 证 朋 . 
现在 我 们 可 得 到 以 下 存在 性 定理 : 
定理 6.3. 设 方程 《6.17 满足 结构 条 件 (F1) (F4), 90E C, 
рє CD), MEE 8€ (0,1) 使 得 Dirichlet [а] (6.1), (1.2) 
存在 解 wc CG), 
AUR FO) 二 次 连续 可 微 ， 则 此 定理 是 定理 5.1 与 定理 6] 
的 直接 推论 , UR F(r) 不 是 二 次 连续 可 微 ， 则 可 用 光 涓 的 加沙 
数 来 允 近 ,证 明 的 细节 留 给 读者 。 


§7. 一 般 完全 非 线性 方程 


p ME SET 
F(x,D'u) = 0, (7.1) 
我 们 将 假定 Fles) 关于 ”是 Holder 连续 的 , 即 在 Q< ss 上 
| F(x.r) — P(y,r)| < Сі + Dix — y|”, (7.2) 
其 中 пой, 是 正常 数 , L== шїп{1А(ж),Абу)}, 
定理 71. 设 方程 (7.1) 满 足 结构 条 件 (F1),(F4),we C'CO), 
g€ CD) 是 Dirichlet (AA CL CD WA H Isina = М 
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则 存在 «== alnm) 0 <о < 1, Ш РНЕ 0B <=, m 
Ж ƏQ € C", Ж (7.2) 成 立 , 则 有 
[D'a)a a < Си, + Iplugo + 81, (7.3) 
Ж C HAMT п.ш, (a — B)! 5 00 在 CU 中 的 范 数 . 
ЕНД. 对 于 任意 球 Ва(х,)С 9. 令 v 是 以 下 Dirichlet 问题 
ГЕ (хоро) = 0, ТЕ Bx(xo) Ao 


gu, 在 8B&(x) 上 (74) 
的 解 , 由 定理 6.3* 这 样 的 解 是 存在 的 ， 且 存在 а = o(s.m) 使 得 
s€ C"(2). 
记 二 次 多 项 式 


20 4x) 7 ихо) + Din( xo) (xi — хы) 
а + Daüw(m)(x; — mx — xa), (75) 
并 记 
x) = v(x) — ф(х), Bi) == ule) — аба), (7.6) 
EA EYE (6.95 
[Do], < 


3 2C 2 

Ç <= °: osc Р? = G pF 12°41,.в, 
мо сост <R, 1 

BE FS PI EA AS SS, WMA 


[D'v],a, < 


c ; [4 
TP fe" [D'21,a, + © orar 


取 一 一 一 2, 应 用 第 二 章 引 理 4.1, 则 有 


[D], < Ry le МОРЕ, 


应 用 第 二 章 引 理 2.2 (2.7), 对 于 r < E 
r^ [D'Gsss)| < CID], < LS IIa (ОЛ) 


其 中 D= DD;， 本 定理 中 均 按 此 约定 3》。 函数 4 ЕИН Ар 


"15i 


Feo Da + D'u(xj)) = 0,£# Br 内 ， 
e= #, 在 BR L, 
ERE F(xnQD'uQn)) 一 0， 由 极 利 原 理 [#14 < lAl F 
зен (7.7), 对 于 6 <a, 


£D D] < SL Dua, 


< — HS Bele), (78) 


其 中 Hilder 模 的 记号 参看 第 二 章 《1.1)， 
€ w= u— r, 注意 到 
F(x,,Di) — Fx Dn) — F(x,,D'u) — F(x,D'u) f(x), 
因此 “满足 方程 
a Duw = f(x), 
其 中 


m ‚ ӨР 2 2 
ай = | — (xa rD' + (1 — тро)ах, 
° ry 


由 条 件 《7-27) | 
HOIE АС ри | + дух ls 
由 Aleksandrov PHARE, 
= CC ul; + OR, (7.9) 


Egiz) L РАТ 


sup w = CR H 


tH (7.8) 5 (7) 0L 88 (2.7), 
rE Dile D) Er ID 0| + mI Dn. rl 


«c EY" H^ (Du; Вах) + Chula + д) 4 . 


E RR 一 Nr， 其 中 必 为 待定 正 数 , 则 有 
rP) D'a(x,,721 < CIN "HS Du; BrCxe)) 
+ AH uja + Ah (7.10) 
T ОБЗ. ЕНИКИ Holder 模 时 这 将 带 来 一 
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定 的 困难 ,处 理 时 必须 特别 小 心 。 
对 于 任意 0<;< E da m dis[z,00), W R =< r — +, HD 
=l 1 q, 一 : 
А т КА 0 £) Ж, ЕҢ (7.105 
TPID Скаут) =< CINP HT Гри; B, Сх)1 
+ NPC uj + д), 


当 r>a.) (在 2 之 外 z 拓展 为 0) 时 ， 


т Р (хот) | xU) Cr fah =< e es slo 
于 是 

sup т^? (хоз г) | 

< с |мен рв, еу + NH Ls + а + zit) 


sjitt 


А 
= С 1N* sup ге (ут) 
т> 


yç B .— Дк) 


+ лар, + Ё + “ӘР 
最 后 一 个 不 等 式 应 用 了 第 二 章 引 理 2.3, 由 此 得 到 


ish 2 | ру, т)! 
ye B Ст, 
«c [Int sup “rt| DPI, r) | 
ioo 
+ Nata( lal T +) 


ИМ ЛӘ Ж, 使 CN? е = +, 并 应 用 第 二 章 引 理 4.1 则 有 


sup = 8] Dax,,T) C ( s|; + £ + 13597 


1+8 
зев, (га e) 


VO < ə < Rd. 
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EMRA A 2.3, 0] 


H5, Uu В а) < € (Inl; + A + — (A1) 


actis): 
(ку 
` VO < < Rd, 
BRE MRA Halder RAH, 
边界 附近 的 估计 方 落 是 类 伺 的 , 不妨 设 边 值 ф 三 0， 当然 此 
时 在 结构 条 件 《7.2) 中 将 以 £ + Ipla 代替 д. 设 加 &€ 868, 也 
可 将 88 在 为 点 的 邻 域 展 平 ， 因此 不 妨 设 y. 为 坐标 原点 ， 以 
Bre Bi Nir > 0) 代替 8, 在 x 一 0 E wn 一 0。 SDUTIE€ 
x € ЁТЧӘВ,, Be(x)) C Bi, 求解 边 值 问题 
{#09 = 0, 在 В (х0) As 
# == н, ДЕ Q BZ См) Е, _. | 
其 中 BEC) = Ва) Ве, 我 们 可 以 适当 磨 泊 ВЕС) 边界 
WAA AEEY BCxo)、 在 这 种 约定 下 ， 同 题 (7.12) 
的 解 v€ COCR GO) 存在 。 Pl (7.8), 我们 可 得 到 - 


[Dr] -a Ha lD u; BEC), 


(742) 


a Eoo < 
ERRE Bile) m Вах) ВР, Row. KAHE 
TEYE, MiA wv. TE 
[DD, v]. 2 ip =< 2[ DD. rt] 

T 


Li iita 


« ut tD; Bi). (5 


RO 
其 中 atm nsn. MANE (7.1), 二 阶 导 数 Due 可 以 
用 其 它 二 阶 导 数 DDww (7.13) 又 可 写成 


[DD,v],, — HË, [DD u; Bax) dl. 


Qro S es 
利用 与 内 估计 类 似 的 方法 ,相应 于 (7.11) 我 们 有 
HLIDD, us Ba] < C {|}, + а + lolas + ce Ite). 
VOU «— p < R x distr Bi], (7.14) 
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青 次 利用 方程 (7.1) Dau 用 DD.u 表示 , 则 有 
нер; в C91 < c (Jula + п + lolas + ass) 

: Vx,€ B'NOB, 0 < p = R =< distzx,,0B,), (7.15) 
联合 估计 (7.11) 与 (7.15), 我 们 立即 可 得 全 局 估计 《7.3)， 

定理 7.2.。 设 方程 (7.1) 满足 结构 条 件 《F 1),(F 4), i 

d FC,0) _ 

"ps n PM pi СМ»), 
则 存在 == aln, д), 0 <a < 1 使 得 对 于 任意 0-6 < а, Im 
HR aae C, pe CCO), ЖЇР C7.2) 成 立 , M Dirichlet 问题 
(7.1), (1.2) 存在 唯一 的 解 we CH (O0) 且 有 估计 (7.3)。 

证 明 。 先 设 00€ CU, рє C(O), Ki 0<# 之 1， Ж 
ze CHD) 是 问题 (7.1),(1.2) 的 解 ,; 则 利用 局 部 展 平 边界 与 差 商 
的 技巧 可 证 se CCO). ШАНИ (7.3) 与 定理 5.1, Dirichlet 
ПЕС) СІ.) ЕЯ ee C"*(8) 且 有 估计 (7.3). 当 00€ С°, 
gp € С28(0) 时 内 须 有 末 用 逼近 的 方法 。 

现在 讨论 一 般 的 完全 非 线 性 方程 《1.1)。 

定理 1.3. 设 方程 (1.1) 满 足 结构 条 件 (F1), (ЕЗ) 5 (F4),u 
是 Dirichlet [EE] (1.1), (1.2) 的 解 , B. Jaloe Мо, [s], < 
Mo [s]. a < M; (Q <а 1)， 则 在 在 a 一 cl(n， m): 0c 
a < EE， 使 得 对 于 任意 (<f o. 如果 00€ С°, p€ C^ (2), 
uc C(0y, ША 

Га] = CIl + | |2,.1. (7.16) 

ЖФСЖ F nimm Мо MiM: (— 8)! , QUIE supi4l| 
r€ Q,|zl < Mo, [pl < Mi). | 

WEBB. ia 

F(x,r) = F(x,u(x),Du(x),r), C17). 

HARFA (ЕЗ) 与 [luo < Mi, MI 

IB г) — FO. OF CL + Ir + иа yts 
XH reU BE TE 


M = фа + 
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Flr, Dulay) = 0, (7.18) 
Bim 7.2, 则 有 合计 (7.16). 
定理 7.4. 设 方程 (11) 满足 结构 条 件 (F1)—(F6), Н A 
Zt O x Rx Е" 上 是 局 部 有 界 的 ， 则 存在 0< o < 1 使 得 对 于 
任意 0<8 < о, OOc С°", gc C(A), Wil] Dirichtet 何 题 
《1.1),C1.2) 存 在 唯一 解 uc C), Erha HYS fis Pa» Basis 
loh 以 及 9, 
这 是 定理 5.1 与 定理 7.3 的 直接 推论 ， ` 
最 后 我 们 研究 一 下 控制 论 提出 来 的 Bellman 方程 ,证 
Las — ai! Diju + biu + сун Ckm 1,2,-- N). 
2588 Dirichlet [п] 


inf (Lu — h) = 0, # 28, (7.19) 
PEN 
ит ps .. 在 до Е. (7.20) 
E iL 9н ЕЖЕ: 


(ВІ) 存在 0<4¿— À 使 得 在 马上 
AI < (ay = Al, АЈА x ш (k= 1,2,---,АГу, 
其 中 а ЖЖ. 
(B2) 存在 常数 A, 使 得 在 QO 上 


> lails- 5 lbi |e + >: Се + fale) & A, 
onn nm k 
(B 3) Ca < 0,7E 9 IN. 
我 们 记 
hy tta yn) -= да Уң» 


ББ А ЭСТРА y... ys 是 Lipschitz 连续 的 且 几 乎 处 处 


рв» 0， Ўр = 1, (7.21) 


sk А ЭРА Е (y,,-. v 是 四 的 ， 事实 上 ， 在 R"" 维 空间 
中 ,函数 n= y, 的 下 方略 是 是 的 ， 7 一 inf {ya} 的 下 方 图 是 所 有 


y= y m 1,2, N) HEUTE ZEE РАЛИ RES nu, ЖАЙ, SRK 
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将 函数 天 关于 变量 y ROB). Bellman 方程 是 以 下 完全 非 线性 方 
程 П 

F(x,u,Du,D'u) = АСТ u fs Lun — fy) = 0, 
由 于 


应 用 (7.21) 与 结构 条 件 〈B 15, 
ар 
АГ < (22) = AL 


此 外 也 容易 验证 F 满足 四 性 条 性 . 
定理 7.5. 设 (7.19) ОЯЗ ЛЕ (B 1), (B 3), MFE «= 
alnm) 使 得 对 于 任意 0<8<a, ПЖ (B29 成立 , 且 Эбє С", 
pE CCO), W| Dirichlet 问题 (7.19),(《7.20) 存 在 解 e € CCO), 
证 明 。 设 AO) 是 hty) НЧ КЕЗЕБЕ 36 eaa TREDE 
F (x ,n,Du,D'u) = h (Lie — fic sw — fy) = 0, (7.22) 
容易 验证 
м< (Ss) < AI, 
F, XT т ÆA ie 


- Ë (z r) = F .(xz.,u(x),Du(x),r), 
则 有 


IE Gr) — Fur] < CAG + [r | adul x yl”, 
рс ЧАТ n HEE 72 MNAE om o (n. A) 使 得 对 于 


Q-— Ha 

[D^w]5,5 < CI + iwtys + plael, 
I FEL P EAS ЁК, MA 

[D's]s,o < CU + [u |, + 1l aal. 
由 定理 5.1 与 极 值 原理 立即 可 得 到 存在 性 结果 。 注意 这 时 无 需 预 
先 给 出 CUP 估计 。 最 后 令 r— 0+ 本 得 到 问题 〈7.197，《7.20) 
绝 解 的 存在 性 . 
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第 二 部 分 Mél УУРА 


第 八 章 ”线性 散 度 型 精 稀 组 的 D^ 理论 


从 本 章 开 始 ,我 们 介绍 酉 响 型 方程 组 (简称 短 克 组) 的 理论 .第 
入 至 十 人 章 介 绍 线 性 柄 加 组 ,第 十 一 和 十 二 章 介 绍 非 战 性 精 圆 组 。 

椭圆 组 与 二 阶 椭圆 型 方程 育 许 多 不 向 之 钼 ， 例 如 对 于 一 般 的 
线性 椭圆 组 来 说 , 极 人 秆 原理 不 成 立 ，De Giorgi 估计 也 不 成 立 ; 因 
此 ， 关 于 线性 条 圆 组 我 们 主要 介绍 15 Mib, Schauder 理论 和 
І? 理论 。 本 章 讲 OL! 理论 ‚ЫЛЕ НЫ АОРТЕ ЯЯЯ ЕЧ Н! 正则 
性 等 。 . 

在 本 章 和 以 后 各 章 中 ,我 们 总 用 表示 В Бя Ж, 
n 2 2; 用 w(x) ЖАНН РАЗ: (D 一 Ск (а) ru" (а)), 
Nz1iH Wo, RV) 表示 空间 We"*(Q)x---xwe"'(Q)- 
(wera, Жү W= (Q) 是 标准 的 Sobolev 空间 (参看 附 
录 1), 当 了 一 2 时 ,将 WOUfCO,R") 简 记 作 ATOR“). 


51. 弱 解 的 存在 性 


RIZ ECT TE BJ BY BF THU EA 
DLA (курш) ++ Dp —9 G= 1,--,N), (Q0 
м.р. 20- (amd, я). 


Xa 


在 本 章 中 ， 我 们 总 假设 方程 组 《1.1) 的 系数 GO 满足 下 
到 条 和 件 : 
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САРЕ Еу m АЕА с> 0,VE e RS, (1.2) 
Aj e т” оу, л < A 
(0,8 — 1,--- 2:4, == 1, ND), (1.3) 
Eh t 4 为 常数 。 条件 《1.27 被 称 为 李 圆 性 条 件 ，。 因 此 我 们 说 方 
程 组 (1.1) ЕАН, 
现在 给 出 椭圆 组 (1.1) ВУ REBU RE М. 
XX 11, Е seH pC, RN 满足 


ZO DjuD,qdx = | pala | Vp € HCR, R”); (1.4) 


则 称 # 是 椭圆 组 C1.1) 的 弱 解 。， 

对 于 椭 部 组 《1.12 的 附加 Dirichlet 2&fF 

s= 0, Æ дао 上 (1.5) 

BUDE [B] i ELS EXE X 29 

x X. 1.2。 如 果 «c Hi RY) 满足 (1.4), 则 称 e Æ Dirichlet 
问题 C1.1),(1.5) А99. 

应 用 Lax-Miigram 定理 《 见 第 一 章 定理 1.1) ,我们 容易 得 到 
问题 C1.1),(1.5) 的 弱 解 的 存在 唯一 往 ， | 

定理 Ll. Ub dO 满足 (1.2), (1.3),0, 8—]1,-,.m, 
i, jm 1,3. N, f e Лб уа = 1; n i= i,- N); wij 
问题 (1.1), (1.5) 有 唯一 弱 解 | 

189. 5 


аби, = | AIO De Davide, 


А 


(T. = | paz, 
则 易 证 аби») 是 HOR) x HiCQ,R") 上 的 有 界 双 线性 型 . 
由 条 件 (1.2) ЖЕП 
аби иу 24 | 1 Du ldx, Wu e со RD, (1.6) 


其 中 (Ds У) >) Бшш 因而 aG, о) 又 是 强制 的 。 而 


ёт] з=} 
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(T,-) Ж НКО, RY) БЕННЕТ ВА. ВАН Lax-Milgram 
ERAF ТЕНЕ s€ HiCO,R") 满足 а(н, v) = (Т, v), МЄ 
НКО RN) XX ЛЕВЕ T Aur Ba. 

我 们 亦 称 人 条 忻 (1.2) 2038. Legendre 条 件 ， 

在 定理 1.1 的 证 明 过 程 中 我 们 媳 到 强 Legendre 条 件 (1.2) 2l 
禄 强 制 性 条 件 (1.6) ,但 与 单个 方程 的 酉 形 不 同 的 是 反 过 来 并 不 能 
WERA (1.6) 2Ш@ (1.2), 只 能 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 12. t А WECH (1.6), æ, 8 =l; tan, h, 
&—1,:::,N, ШЕ a.e.x€ 0 有 

A GO S Emu Zo AJE Pla YEER € RY, (1.7) 

证 明 . H (1.6) 知 : 对 任意 复 值 项 数 # 一 m 十 io, (ЖЕЛЕП 

# = A/ —1) ;有 


Re aC) > 1 | Dulder, (1.8) 


其 中 wee HQ ,BR™). 
1E (1.8) PE sk (x) =з DC er s (k m= lycee ND), 其 中 
r€ R,£c R',q€ RN ECIO)。 于 是 (1.8) 霸 端 为 


Re аби.) 一 Re | feo Dot Datis 
一 | i1GD(D.eoDio + „ырл, 
(1.8) 右 端 为 
À NS = à n > > (In Dopl? + | rëintpl dz 


— rinl? орах + дефе | 192, 
因而 有 
w t| А (Ой Dao Dads 
uS 
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> alal | Dolar 4 ааа) iplar, 
将 此 不 等 式 两 端 除 以 г, #Ф r— o, dB 
En ptas zm all m | olds, 
Уре cila), (1.9) 
由 于 CCO) 在 L'CO) PAR, BEARN Vo < 1760) WRN. 


现在 ， 对 Vate Q. ДУ g = p, = XCGBG!" ,8))/] 也 《如 в), 
其 中 BGj*.8) REEL ох! 为 中 心 :e AEIR ^ ЕЕК, |В Са, а) 
该 球 的 Lebesgue MEE XCB(x',e)) 是 该 球 的 特征 函数 , 即 

a _ fl. x€ Blx'yB), 
ХСВ(х ,8)) m L к & B(x*,6), 
于 是 有 me (O), В. | [фк — 1, А (190), Ж 


£ Enna [ 


T BCx a) 


Ае) dx 22 A|EV Inl. 


1 
FIERI 
4 s— 0, 由 Lebesgue 微分 定理 (例如 可 参看 [ZM: 定理 5.29]) 
XT aed €8 Q , 1 , 
AO EEan nt Ze A E nl VE € B, К", 

XX ERE. 
我 们 称 (1.7) 2858 Legendre-Hadamard Ж. 2w. RTE 
ТИЕР А: 
mm 


- 
AM WE KG) mus 
=> | 
J Legendre # | 强制 性 条 件 | — RE Legendre-Hadamard FF 


E N—1 ( 即 单 个 方程 》 (SUBE. Legendre-Hadamard 
条 件 就 是 强 Legendre Ж. БИНОАН. BE 
N> i (出 方程 组 ) 的 清 形 ， 强 Legendre-Hadamard 条 件 比 强 
Legendre 条 件 红 ,这 从 下 面 的 例子 可 以 看 出 

Bi 1.1. 设 N = n= 2,49? = 68,8; аң (а,б —1,2,1, 


==> 


1 1, = 8, д 
: ы 一 = 1 Ji cm 
j= 1,2), ЖШН 0s 2» ёа 一 lo; oz, аз x Gü 
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—1 ;其 余 的 ор = 0, 
容易 看 出 
АРЕ Ет! = АНЫЕ Ы + CE Etat 一 £F үз 
= 2181215, YEER ЄК, 
因此 P 满足 强 Legendre-Hadamard 条 件 ,但 是 
АЙЕ = 6 有 | + (Bi — ED, VE e R, 
而 对 任意 se(o, E), 都 存在 一 GBR 8) (0126 0), Ж 


ATELIER = Ell -H 48) — 2g = e(4c€' — 1) «0, 
因此 А 不 满足 强 Legendre def, 
BR Legendre-Hadamard З — FR E ek de P ,这 个 例子 
RIEN > 1 的 情形 , 它 比 强 Legendre Abs. 


$2. 能 量 模 估计 和 H^ 正则 性 


本 节 中 ,我 们 将 要 证 明 , 在 适当 抬 高 (1.1) 的 系数 和 右 端 项 的 
正则 性 后 ,可 得 弱 解 wx 的 H 以 至 НА 正则 性 ( > 2). 

我 们 首先 过 明 一 个 局 部 的 “能 量 模 估计 ”-Caccioppoli 不 等 
式 . 

定理 21 (Caccioppoli RSR). 在 定理 LIBET, E 
«€ HiCO,RN) 是 梢 加 组 (1.1) 的 弱 解 , 则 对 Va*€ 9 和 Vo, R: 
0 <, < R < dist, 80), 有 


1 


Ри |а < C |H 
Nm н |?dx с [cons | м 


|u — v|'dx 


+Í s ч], | | (2.1) 


其 中 we Rw 是 任意 常 向 重 ， ik >] > |, B,G ЖЫ 


i 为 心 ， p 为 半径 的 # HER, СЯЛЕ, 它 依赖 于 nN AA, 
证 明 . iE ЕАУ SEGA (1.4) 中 取 p = qu — r) Ep 
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»€ CTCE) ERAR: 
Oc x= (在 Bex) E), n=1 (在 BG E), 


121 < =, 2.2) 


于 是 有 
|. q AI Deu D dx 一 一 E 一 v) A Diui D dx 
+ | ED 24 + | 290800 — урда», 
因而 有 
Р] | IyDu|*dx < в NN 


c 
下 一 一 一 一 一 一 
(R 一 pF 


+ ci ‚ йу, 


— yl 
Im dd » [ds 


By РЫ 


其 中 C = С(в,п,№,А), F s = 二 ,得 


|, 1р < с | а — v| "de 
га 


— | 
(R 一 p)! / aa^ 
ах |, 


aen 
将 左 端 积分 区 域 缩小 为 BIOS. FIS (2.1), 
下 面 我 们 来 研 究 弱 解 的 H' 内 部 正则 性 。 
定理 22, HAY) 满足 (1.2), Н AF ewa) (a,8— 
ly nts pm lyre N), fem) (а = 1, --,—1,-, 
N). 并 设 нєні..(0, R) EHA (11) ШЫ. M нє 
Hi, KQ R”), 
WEB]. 设 е, 是 x, 方向 上 的 单位 向 量 Oml, 5 


Ау, (x) == n [s (x + Ве) 一 uu) 1 ER = T x, DALAN. 
证 ФЕ Hila R7) эф 的 支 集 spt ФС ©, DIE} 
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а] < l dist(spt 9,02) 
时 ,有 
Í. ASP Cx coke Doui(x +- he) Dupin) dx 
= | G + he) Deg Gods, 
将 此 与 C1.4) ЖЕБЕШ в, @ 
|. AP x 十 he YL Daa tl Dep dx 
+ |, LAs 471 Doi рік 
= [sut Depidz, (2.3) 
在 Caccioppoli ЖИК (EE 2.1) 中 取 ИМ HP + he) ow 
20 Дуан, ÉL? 2G Тель AA] Dei + Ar E dtl v 0, о = Е, 
立即 得 


C | ` 
ру = 3 
|... |DA | dx < Rš: hres) | Азын dz 


N * 
А >, M КАУ УЛДЫР | dx 
Ве?) SL озы 


2928 ldz, 


гет а=] 


+c | 


+c Í 


Bur 


由 定理 的 假设 知 此 不 等 式 右 端 一 至 有 界 《 界 与 无 关 ), 因此 
рш c LI (Q К", 

关于 羽 解 的 更 高 的 正则 性 ,我 们 有 下 列 结果 ， 

定理 2.3. 设 ABP dE (1.2), Н Ae wtU(9) le, 8= 
1 n yi] = 1... Nf € Htiti(Q)(G=1,--. n, iln, 
N), K Z2 0, Ж «€ Hi CQ RN) 是 椭圆 组 (1.1) nysgfe. ШИ 
u € Hi? CO ‚Б^, 
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推论 2.4. 设 AMUAROLIH AF ECO) (а,8—1,::-, 
пугу] = 5, NE ССОУ (а = 1, an £= d, Му, 
ik ne Hi COR ERAH (135) HIR, U we C"(O,R», 

推论 Z5. a CERE MEC., (3), ap = 3... 
ij=1, N. H p= 0(0—10,--.2,/—1,:---,N), «fl E, 
则 对 于 任意 球 B.C 0) C О 和 任意 正 整数 А, Ж 

lel ats emm < C lall rara uos m), 

其 中 C 依赖 于 mN, Ak К, 

证 明 ， 由 假设 和 推论 24 知 xE c (Q RN) 满足 


j. AFD Dpidr = 0, Voc MCA, R”), 


злет R 如 下 ; Rom Rum L (E + Ra) Gt 
2,--. Xa Н Caccioppoli ASA (CE 21), 得 


с 
Dulas < | 
fasan | x | Х = (R 一 RY Bg 


Янс RN А, 
容易 看 出 ， Dni{s 一 ltear) 满足 


ПЗЕ ЕА 


| A/D (Die) D,p dx — 0, V € HCO RP) ,sptyC- 9, 
a 


对 Ds 再 用 Caccioppoli 不 等 式 , 又 得 
C 


[sno Delia < rs, us IDs 
C А 
————— | u|'dx, 
m СР, — RY CR -一 Ry Вж) \ 


эд Ж Ru. А W: Caccioppoli 不 等 式 ,好 得 所 要 结果 。 
至 十 Dirichlet HE (1.15 ,C1.5) RREH H 内 部 正则 性 
结果 与 定理 22 相同 H 下 全 局 正则 性 结果 为 

定理 2.6. 设 4. f 满足 定理 2.2 的 假设 , 且 доє С° um 
ER e HCO, RY) Æ Dirichlet 间 题 (1.1), (1.5) 8958638, HBH 
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u € HP R RAKHA 
tul oa © C Cel cd P (2.4) 


HoR") Loa" Hg? 
其 中 J 一 (FIC ЖАТ BN sA эЛ || = 以 及 да. 
这 个 定理 的 证 朋 方 法 与 第 一 章 中 的 定理 5.2 ЖБИ, ЕЛЖ 
Ж. 关于 Dirichlet 问题 吉 解 的 更 高 的 正则 性 ,有 下 列 结果 : 
定理 27. Eod. F 满足 定理 2.3 SUB. до єс, in 
果 ue HCO, Ву 是 Dirichlet 问题 (1.1), (1.5) Wa, DU 
s € HYCO R, 
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第 九 章 ”线性 散 度 型 椭圆 组 的 
Schauder 理论 


本 章 内 容 为 线 狂 散 度 型 窜 圆 组 的 Schauder 理论 ， 在 这 里 我 
们 将 介绍 另 一 种 可 以 避免 位 势 积 分 繁 开 计 算 而 获得 Schauder fi 
计 的 方法 ,此 法 还 可 以 推广 于 研究 非 线 性 顶 圆 组 弱 解 的 正则 性 ( 参 
看 第 十 二 章 55), 

FEZ ILIE RIE Morey 空间 和 Campanato Zs 
а], 


$1. Morrey 空间 和 Сатрапаѓо 空间 


和 前 面 一 样 ,我 们 仍 用 ВС, Р) 或 Br) RTRA 2 为 中 
心 * 以 及 为 半径 的 = 维 球 。 
由 Sobolev RAEE (ГАО, л 5.41), 我 们 知道 ， 对 于 


uE W'*(Ba()),78 р> n, MUJ «e C (BG) ), 其 中 


s= 1— 2, 


但 车 p < #, 则 # 并 不 一 定 是 Holder 连续 的 。 但 是 Morrey 的 
XT Hilder 连续 性 的 定理 告诉 我 们 : 

定理 1.1 (Morrey), ÜR мє WCB), p 1, 如 果 对 
Vx€ Bri) 和 Vo:0 < p < dlr) = R — |х — 21, 有 


j... | Dal ds < c (2. "e i) UU ac goi, (L1) 
则 对 vr:0 < r< R, Hu € C). 
这 个 定理 是 第 五 章 定理 4.2 的 局 部 形式 ， 其 证 明 将 在 本 节 来 
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给 出 ， 从 这 个 定理 可 以 看 出 ,为 要 得 到 weE C (BG 不 一 定 


要 мє WW Br(r))sp > n. AUR иЄ W Be), р> 1, jf 
iE = e iT o : 

p| Пие С, Vee Bal), YO < p< (O, 
Rn 6 充分 大 (и> n— р), 而 Ci 与 ”op 无关: 那么 仍 可 得 到 
не CCB GA., 因此 引进 一 个 与 p, а 这 二 个 参数 有 关 的 空间 
Tx dA un. 

下 面 我 们 将 漆 用 下 剂 记号 : 

Ole, В) = NBR 

1p = —_ 1 __ 

мек MEC ERS NA “(x) ds 

diamQ Ж OWA, о, зл n ñ nr ERA Lebesgue AW 
E. 

ЖУ il. 若 有 界 开 集 9 满 足下 列 条 件 :; 存在 正 数 A, BR 
对 Yee О FA Vo: < p < diam Q, € 


|G(x,o)| = Ле", 


Mino (A) HD, 


XX. 1.2 (Morey 空间 )。 В p> l. a 22 0, H LACO) 中 


满 中 
sup e MILL LE 
iB un SA A RILIS 
LIE A fann lay 


后 得 到 的 线 恰 赋 范 空间 称 为 Morrey 空间 LAJ 


A WIERA, Len a) 是 一 个 Banach 空间 ， 
引 理 1.2. LeO) Т ZEE IR: 

Gi) L'"(9) = L'(Q), 

GD LeO) = L(A), 
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Gn) ҳар я „Һе Q) - {0}, 


Gv) X pag, R2 > B др pe(oycte)). 
ШЕЕ, (1) TA. 
(i) X se L"(2), ШЇ 
1 
Mu, < {sp etel, lan 
s К Ku oap]? 
I : 
я omis | "cass 


BN мє L**(Q). E. Wurpis o; = «соз 
RARA se LO), WE Lebesgue Jy PR IAS 。 a.e. 
r€ Q, Н 


uix} = lim 1 u(z)dz 


e-5 10(х,р)] n 


= li u(z)dz, 


eaa |Б(х„р)| 98е] 
因而 有 
1 
Lex | = sup L |... PC E 


== sup 1-1. а(х (Í I uites] 
B ор” ? zn) ` 


As. 
=< wa” lallip mcos. 
因此 we L"(9), Ello, о назе 
(Gi) Ж ue L'^"(Q),4 7» m, Wh Lebesgue 微分 定理 知 对 
а.е. x€ Q, 有 


s(x) == lim- 


im TG m “Cs)ds, 


而 
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1 
О [TETA LE 


i a 
< d. (wap) * pr IÍ P 
id euo" f. oi 


< Cp * ule; — 0,24 p — 0 B$ 
因此 有 ulej = 0, а.е. ED. 
Gv) X ze Le"(0), WD 


Е: P 
e | |а |20 < оте О(х,о)|' al |ui tdt 
Dis,p) i J 


m 


< Ce LIES M Í... p ld "s. 
E B HEADER SEXE mA” RAS xo AX Am «e LAGO), 
”现在 我 们 来 引进 Campanato 空间 
定义 13 (Campanato 空间 )。 设 pz 1,4220, 由 LA) 


I E 


[z], e 


IP 


ims INNO = sul ds < +оо 
的 函数 组 成 的 集合 赋 以 范 数 | 
||, = falra, + Еа] со 

后 得 到 的 线性 赋 范 空间 称 为 Campanato 空间 ea), 

可 以 证 明 ，5 rx(0》 是 Banach 空间 。 

与 L'*() 类似, 当 p =< ç H. RM 时 ， 有 
LCL. X Ib RT EDO У EI FEIER. 

下 面 我 们 将 要 证 明 : WR Q А (A) 型 区 域 ,那么 当 0 < a< 
„(Оу = LLO); M oa == n + p IK, rr) = 


C), a= 5—7, dH вопр M. sr = UE 


数 }， 为 此 我 们 需要 下 列 引 理 ， 
引 理 13. E OE (A) NKIR, se Sre(8)， 其 中 p> 1, 
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д 22 0, Yee 0,v7,R.0 < ; < BS, 
= 


f lua — eol < Ср, A nlp nr ? RI, (1.2) 
RE, [м], = [slp „о. 

WEBB. 为 节 写 简单 起 见 , 在 证 明 过 程 中 将 Rom z 分 别 写成 
ЕЖ r. 我 们 有 

[s.a 一 Hael? =: ZI CE a) 一 wag)? + Du) — els 
将 此 不 等 式 在 Q(<x, r) 上 对 = 积分 ,得 


laa 一 trl | Ox. ғ)! 


= 2,71 {| | аж) 一 ив? + | luk) 一 wsnl*dz|. 
Dir, R) F) 


1. Bir 
НРО (A) ERR, i [OG n) 1 zm Ar", 因而 有 
| [sten н. |? 
= 297147 tp * [08 u], + relel, a] 
= Clp, Dur "R^, 
将 此 不 等 式 两 端 开 ? КУЗЕТ Е. 
现在 我 们 给 出 当 疡 之 # 时 空间 Sra 和 Lr” 的 关系 ， 在 不 
致 混淆 的 情况 下 ,一律 用 [s], 表示 Dslyao. 
定理 1.4. ОСАКА, ELO < n, WJ SZ (0) = 
гео). ` 
证 明 ， 首 先 证 明 若 se Loo) Д) se Z7) H. 
Ца [р со & C allons. 
WE ve L'(Q), 对 Yre Q,Vo > 0, 我 们 有 


| (ula) — uo "dz < | (iul? + luzolr)dz 
irn} tz. p) 


= z|] lulde + МӘ Сав) lueulrl, С) 
т | 


DAMES GDF I" uide] 


< ТЕРУТ WE (ав) (5 ires) 


5171 


- [O Guo j. E [|^ dz, 
将 此 式 代 入 (135,8 


| б) — „1де ec 2e | Inltdx. 
EC г.р) Гах 


Greg] 
Hik S [м]. < leleran 因而 we 47,800), B 
ТЕРУТ = Сі рн ол» 
其 中 心 和 diam O 有 关 ， 
其 次 证 明 : 当 0 委员 二 时 :车 wzE РО), u € LPs), 
H. 人 让 eeco = Сноу, 


设 we rO), р xe Ou Vo > 0, RGE 


IMMITTO 
Bir. pl EH 


(z.2) 
一 uy o "dz + wao Fin, |Р}, (1.4) 
В, VR > e> 0, # 
|a, |? = 2#71[ |н, к]? + мв ol]. (1.5) 


为 了 估计 [s.a 一 wre|， 我 们 利用 引 理 1.3, 在 其 中 取 


R= Rim io r = Ria = 


pum Ci = 0,1,2-..), 


得 


F Isa; 一 Heind < C (p, A) iu Ygs (2) Gy 


Li 


因而 对 УА 0,4 


LER 


|Ha, R — Hs RARI = Ср, 4) Un], R Ы 2r > 2 Р 
¿=n 


ABS Ph 


= Clp, A, nul, R S [275 — 11/[2 2 1] 


—һ 
KA +i 
Р +] 


я 


СЕС 
< C( An, Diu], R ? 2 
= CCP, Ап, plu], „ЁТ, 


现在 对 任意 给 定 的 p (0 < р < diam0), ERA А, 使 ”， 
. 1725 


diam =< 2^*!g < 2 diam (Q, 
jtm R = 2^*!0; 于 是 有 


PPS MM =< Ср, d.n, "IMPER (1.6) 


= 101 "lla. 0-7) 


ав, в == ЕЕ 


Ж С1.6),(1.7) 4A, (1.55, 得 
{н „б 20 ELO | hulia + C^Un17, рк", 
将 此 估计 式 代 人 《〈1.4), 便 得 
a оина < uga | 
+ o, 222 2[]| Q| (diam Оў)" "|wlifrces + C? Du15,,1 
< Са гоз + PIAF 
ЖФСЖ Т Р, 4,9, в, diamQ, 因此， we LO), H 
Julle жс C lellara 
HERMA ecl п роз јр er 和 С°* RA. 
定理 1.5 (Holder ERRARTE. 设 0 是 (A) Ж 


К, E asa < n + p, 则 Zro) 之 CD), = 7 


E s> n + p, W #00) = {ЖЖ}, 

证 明 ， 首 先 证 明 : 如 果 нє CCD), 08l MJ нє 
外) 一 正二 区， E (lalaro = C hallent, Ж 8 rent 
uloa + Сака (参看 第 二 章 定义 1.1)， 为 书写 简单 起 见 ， 干 面 
我 们 常用 lelo 和 Ulo 分 别 表示 LIP. 和 Гидо. 

EE € C(0),0 < a < 1, ШЖ Yre Q, Vz € О(х,р), R 
们 有 


lulz) — т...) < l 


| To lee NMLORLLOL 


=< 


A È раја де 
Jp" жь} 
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rir dr 


= dom М 
Ap” ð 
. Cn, A Ls lo, o", 
因而 有 
o n la(s) 7 s, „1'4в << C(n, 4,0, psl, ap” to 


= Cin, 4,8, p) nllo, u= n + рб, 
因此 有 | 
[n], == Cs] 


Km C — C(n, A, 5, р). XH (ина < 101011. Ж 
«€ ZrO), B 
ullo "ооу S СЇн|с®е бу» 
其 中 c = C (n, А, 8,p,| QD. a= n + pë. 
其 次 证 明 ; нє EG) n + pue c^^(Q), 


8= Ё", B {оно < Clear. 


DK. 这 一 结论 应 理解 为 : GE owe Zra), WEGE йб)», 
Bx) = u(x), a.e.x€ Q, [по «c C'^(D), H. 
halet < C lal nmm; 
我 们 分 四 步 进行 证 明 。 

”第 一 步 : 对 任意 固定 的 x€E 8,YR > 0, Ф R,— R/ (š = 
0,1,2,---), RAIER: M А оон, PEL (s.a) 收敛， 为 
此 只 要 证 明 Unt 是 一 个 Cauchy FETU, 

i 在 引 理 1.3 rH R = Ra? = Ris (i= 0,1,2,7"); 得 


n d c» ы 


Ma n LM = C[s],,R ^. > P P. 


因而 对 0 < £ < 5, 有 


А E 
ls. n, Hagl < > | 35,8; жаву, 
ET) 


.174.- 


pim 19-6 и 


H-5 
« D Cial, R 5 2 FF 
бең . 


== р CEDULE 


一 C 2P lulpuR P 2 


1— 23 
整理 后 ,我 们 得 到 А 
| 4. n, 一 LIN gl = CL, RE. . (1.8) 
因此 对 任意 固定 的 хє G, {н.а} 是 一 个 Cauchy 序列 , 记 
irla) 一 lim Wz Rye HE 


第 二 步 : 证 明 AGO 不 依赖 于 R 的 取 法 , 即 证 明 :， 若 R> 
r >>0, 则 Bee) = iQ). 事实 上 ,由 引 理 1.3 Я 


—- £ 
|м, 一 йк] = CO Aera P R, 


= ср, 018], „(® »y R, 5 


— Cp, D Eid ys (£y RE, 


AU Баи — Harl = 0, BE баб) = 200. 以后, 我们 可 


以 记 we) = x. 
”第 三 步 : 证 表 (=) = «(x). а.е. z€ О. RERUMS. —À i, 
# CL. DES: k= 0, HA Ao 取 极 限 ， 得 


и.а — Се) СГ], 9) 
其 中 С 一 С(р, А, п, р). 这 表明 ， Reo WF, а.к ТЕ 0 Е 
WERA 205). 另 一 方面 ， 由 Lebesgue 微分 定理 知 对 a.e. 
r€ 中， 有 төк = иб), Et. (x) 一 glx); а.е. z€ Q, 
第 四 步 ; ПЕВА Mele, < Cullen. 
对 Vx,y€ Ü,r зт y, R — Ix — yl, 我 们 有 | 
ja — 252] = PES &x)] + us 一 илк) 
+ lap ЁС = L+ I + HI, с.т «1L10) 
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тозуй 


gei, R F. {1.11) 
现在 来 估计 П. $ G = O(x,2R) "Qly,2R),， 我 们 有 


| | u un 一 uy R| dt 
G 
< | алак ule) 142 
Dix,2R) 


+ | lul) — "w,anldzs 
+] 
由 于 f 
|a HO) 一 和 oldz 
号 (了 


ОЗЫ 


1-1 8 i 
- 9G, oi" оў оти lG) — ulta]? 
ftra) 


— +» 


=< C[w],s , 


其 中 C = CCp Asm p), 4 
| xs 一 uyal 61 x 2C[s], R F F a 
由 G 的 定义 知 GDO, R), 故 1G] > |o(xz,R)] > AR", АИ 


=. 


|н, ов нуз 2A C [s], R ° , -(1.12) 
B C1.10)— (1.12) 知 
йб) — G) | < CE, R # = C[sl, x — у], (1.13) 
其 中 ac ETE >, C= С(р,4,л,н). BRR 
{Жы < CU], 


Ж x ER 
sup | £C) ] =< C [ull orco; 


由 (1.13) 知 (x) 在 Q 上 连续 ， 因 而 存在 ye O0. 
. 106 + 


(у) 一 š Š Tei ES 


于 是 对 LEX: 2, 有 


HC) | = liol + |E) — GO! 


-i ЕЕ 
=< lAl fhalla 士 C(diam Q) * [ае] „ме 
这 表明 


sup|#(z) | < С оназә 


其 中 c 一 C(P, А,пуц, diam Q), 

EF а> n + p H, S#b=(Q) = {Е}, 从 上 面 的 证 明 
过 程 中 可 以 看 出 ,这 是 显然 的 ， 

有 了 这 些 结果 ,利用 Poincaré PEA (SERWER D. 很 容易 
证 明定 理 1.1, 

定理 1.3 的 证 明 ， 由 假设 知 we wB p 1, EX 
Yre Bal) П Ve:0 < o =< (х) = R — |е Al A 


— 
d(x) 
因此 任 喜 固定 r(0 —< r < R) 之 后 ;对 Vre BO) 和 Vo: 0< 
e= R — tH 


w-ptph 
| |Du|*az < c ( ) ‚ й<в86<1, 
Bir] 


n—p+pt 
| Ірана < c (-#—) i ^. 
-B Кж) Е — ғ 


由 Poincaré SEGNA 


In(z) 一 u,,|^dz = Са? | , IDul?dz 


m Busto 


= Corti, 
Anco ET n, p, 5, R— r, 而 与 х,о JO. 于 是 由 定理 
1.5 Ж] «€ CCB). 
至 于 第 五 章 的 定理 4.2, 读 者 可 以 参考 这 个 定理 证 明 的 思 踏 自 
行 证 明 。 
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& 2. Schauder 理论 


ЖЕ F PUE ILS БУ RUMBLE. 
D AFD aD + D.F) 0 G —9 1, ND, (2.4) 
其 中 系数 AO) 满足 强 Legendre UE: 
VER > 0, | (2.23 
我 们 将 证 明 : ЖОЛ, e C, W (21% ЧЕК ЕТ С. 


21. 二 个 引 理 


我 们 首先 来 证 明 二 个 十 分 有 用 的 引 理 ， 
BIE 21《〈 选 代 引 理 )。 设 BLp) 是 一 个 非 负 的 单调 增 消 数 ， 
EHE 


blp) < А KEY + e] Ф(К) + BR’, 


VU — ox R < Ro 
其 中 4.o.8,R. HAEARN, 0 < =, 则 存在 常数 s, 一 s.( A, 
a, 8) 和 С = C(A,c,B), 使 得 当 Е << Б 时 有 
ey 
d(p) < С Ke) PCR) + вг, уй < e < R < Re 


WA. 由 假设 知 , 对 Vre (0,1), 有 
PTR) & Ат" + вт СК) + ВЕ?, R < Rs, 
这 里 ,我 们 不 仿 设 A > 1， 
现在 , 先 选 一 个 实数 y, 使 < 一 7 二- 然后 选 rz, 使 LAr = r", 


亦 即 选 z exp (= = og 24 = CIFERE BU r ае EL earel), 


БАЖ so 使 esc < 1, ЗЕН в, < emp (— 0824). 对 于 


这 样 选 定 的 т.т 和 s Mb og < в, 村 ,有 
d(rR) < 2AT OLR) + BR 
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= CR) + BR*, R =< Ru. 
MEETER. 对 任意 正 整 数 k RNE 
G(r*"R) « r7p(rtR) + Вт? 
ex 


eo 
TED RY + BrM R? >: DÉATO5 
TT 
PERO 


= рі 
< rtttosp(R) + Вее? 177 97 DT 
1 — r 


«zr [eco + ВЕР 1 z| 
— т 


тё 
Нє, {ТИ 
q(r IR) < Cv [p(R) 十 BR], (2.3) 
其 中 c = CC ,8). 
现在 ,对 Voss R.x6 К, ТЭР — o IR. Р, OB 
ІА ЕЕ А Bible DL S, (2.3), 容 易 得 到 
QCo) < gr RO) s Cr [o(R) + BR5] 


= Cr" (£y [Ску + BR*] 


= Cr" |Z) euo 4- вл | 
« C, (£y OCR) + Bel]. 


其 中 Су 一 Ci A a v). 
下 面 我 们 将 给 出 常 系数 齐 次 椭圆 组 弱 解 的 二 个 重要 估计 ， 
引 理 2.2. ibe J& (2.1) 的 弱 解 ， 其 中 Af 是 常数 ， WE 
(2.2), Н 171 S A (р l,e, Ny æf mlt) X 
设 H = 0 G = lytte Ni =т= ls) 则 存在 常数 C > 0, 
使 得 对 Має 0 和 Vo,R:0 < , < R < dist(a',0Q), 下 列 二 个 
估计 式 成 立 : 


герме c( | iux, (2.4) 


) Jo a) R/ lgan 


1179 * 


| oin . Hn NEN 
NL Hap l de =< c(2) NN “pide, (2.5) 


其 中 C 依赖 于 п,М,А,А 和 dist(x', ӨӨ), 
WE. TES SEX (2.4), 
由 第 八 章 推论 2.5 知 z € HY( RCRD 且 有 


2 
lll uice n = С lel ea Є: = 1,2, -- jJ. (2.6) 


其 中 c= C(n,N ,1, A, 5, R). 
取 24 2-5, Н Sobolev EK A SERA 


sup |w| = € [lll 
Ви") 


нКоввса?, RT) * (2.7) 


因此 ,着 0 < < ^ ll] rh (2.7) 得 


Í Vu|'dx < op" sup |u|? < Co" |a 
s. 5 BR”) 


HBR YRN) ` 
BERI (2.6) (£18 . 


| ааа < CCR)o"| ТЕГ (2.8) 
28.0% Bgt zb) 


其 中 常数 C (R) ТЕШИ ТГ a, N. 1, A, d, d= 
dist (a, OQ). 通过 相似 变换 可 以 证 阴 ССК) = Са", 其 中 
C, = CHRoN si, A, 4). нз Е, Жуа зс В — qr RE ER а= 
dist(4^,8Q), Щ (2.8) Ж Vr < "E 有 


| А lude < CCa)r" | „1414, 
вк TD 


RE у=, r — 20, WA jel <> |у) <> < TERR 


NM |) dx = (8) NAT (5 7» 
<(# ccor Le (1 0f 


FÉ e " А 
= C. -一 | u(x) (dx 
199 врз [аба ) | ? 
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其 中 с. = Cn Nu A). RARS o< <Š B QOAH 


X. SU Кро 时 ,(2.4) MES. 


现在 证 明 不 等 式 (2.5), 
由 于 4 满足 常 系数 齐 次 椭圆 组 ， 故 Du 仍 满足 常 系数 齐 次 被 


FER, 因此 由 (2.4) 知 ， 当 ot 时 ,有 


| 


РВС") 

Hi Poincaré 不 等 式 知 《2.9) BS ZR AR 

—d _ 

Cinde 

而 密 Caccioppoli AR SES X. AD (2.9) 的 右 端 不 大 于 
c (2) £i In — mt pl dx. 


R? J Bg 


:Ри|?а4х = C (y \ | Du|* dx, (29) 


R: Js 


| Iu — iol, 
ES 


FERAH б<е< Ё Bh, (230 成 立 ， 


当 PELLE Eb. ЭЛЕ 


p FL | 
(5) | QI om Hl ax 
layin 


>(1 Y” | lu solids 


2 ETT 


zc) | ML 一 u, |х, 


B 
这 里 ,最 后 一 个 不 等 式 之 所 以 成 立 , 是 因为 
Ф(0) 一 , uny POD 一 ж.е, da 
те RASSE. FELES 
yC) == NA |на) 一 s| dr, ve R”, 
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ДПЕ (о) = тї gC»), ifa Vos RR 


-— z 
p an Pato kaña |, o» — eal dr 


« | PETENDUM 
再 Roy 


2.2. НЕНИ 

定理 23. 假设 «是 (2.1) 的 弱 解 ， 其 中 АР 是 常数 ， 满 足 
(2.2), B [4| =< A (i1, N; а,в = 1,6,0), 35, 
ER є gu (2), 0= н< пф 2 GS, N; в 1,5, 
п), MÜ Due Sigla, Ке), 特别 是 , £ РЕ СО) G =1, 
Na 0 «8 «1, M| Du c CHORY, 


证 明 , 对 VÓC CO, \уа%єб, VR. < R< dide 


dist (0,00), ve H'(Bg(x?), RF) ETERRA Diri- 
chlet 问题 的 解 


| A Dor Dads — 0, Vp € HKB), R), 
Rt 


(2.10) 
v —u€ НСВ), RP), 
由 Lax-Milgram 定理 知 这 个 问题 有 解 。 
HT v 满足 的 是 常 系数 齐 次 酉 阅 组 , 故 Dr 也 满足 常 系数 齐 
次 椭圆 组 ,因而 估计 式 (2.5) 对 Ds 也 成 立 , 即 有 


NA Dv — (Dv)s ds 


Yun? Ë 


e 
(У ыі" — Сеа, С) 


其 由 Ops R, С ClaN, iAd), 

下 面 为 书写 简单 起 见 , 我 们 用 В, 10 В,С), H (Du), id 
(Ds), 

4 w = u о, ME 
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j, [ри — (Du), 242 
«2 j, |р» — (Do), idx 
+ 2 f. |Dw — (Du), dx 
«c Өй [. \р» — CDo)sl'dx 
[. IDw dz + С |, |CDow»,*dx 
су | ip» - Среда аз 
m 


+c рша + |, IC Рр) | dx 


B, 


利用 Holder 不 等 式 易 得 


+ {Dw | dz + j, ICDw, I'd]. 


j, 1 CD, dr x N |D: (ах, 
dca | 
f, Du — Сри), аз 


«c (2) N |ри — Сри) 124 + С j. ID l'dx, (212). 


现在 来 估计 |. IDel'ds, HT w ~ 一 VE HS RO 满足 
j A Dew Dade 
BR 


一 | dt — GOD, Vp € FK Br, RI), 


故 可 以 在 此 式 中 取 e 一 w， 再 用 构图 性 条 件 和 Holder 不 等 式 ， 
得 


| | De ае < c | If — fal'adz, (213) 
-ER BR 
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其 中 fe (f), нт fes uz, N; aml, 
n) ik 


Í Jf Һа < [fli о R^, 
Вр 


其 中 9 = {тє O|dist(z, Өй) >+ dis(6, 90)}. 将 此 代入 
《2.13), 得 
fa, |D. |*gz < СЕРВ, „2 R^, (214) 
BERE (2.14) (Ç A. (2.12), 48 
|, | Du — (Du), Рах 


Lir 
«c (2) N | Du — (Dig dx + CH Y ao Ra, 
其 中 C — ClaN 3. Aud. 
ERREI (GIE 2.1) HR plo) = f, | Du — (Du), ld», 


л 


4= С, В = СІР,» а= п 2, Ё =“ p, в = 0, ДАВ 
|. | Du — (Di, ах 
= | ра (ри) + Pime} 
дА Eg : 


. 因而 有 


| | Du — (Du). {dx 
B, 


= C {Daling + {шо} А 
其 中 C = CCa, Nhs, р, фаб, 095), ІЯ АЯ 
| Du € iz (Q R), 
定理 得 证 。 
注 2.1, 车 在 定理 2.3 中 将 Р 满足 的 条 件 减弱 为 jf € Liela, 
ОФ ucadl(-1,.-e.N; aml, 05 OTP WEG 
Du € 91:00, R) 3983: Е, НЕ (2.13) 改 为 
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| pale < cl Рае e Cliflies + R 
gis) | Bg" 


ЫЕ], 

KATERENN, RA ЭК E: 

定理 2.4. Riž AF Ca, = latra ziy pm l... N) BË 
是 定理 2.3 НЧЕ}. f? eZ O) (e= 1, mii ml, ND. 
Ü-u-nd2, 000 Ж. ШЖ «eH(o,R' 县 方程 组 C21) 
НУВ УР ДЕРЕ 


tl ао = Ü (2.15) 
的 Dirichlet 问题 的 弱 解 , 则 Эме РЕС О „Ну Bit 


Па „ен а,в S Clun mo tms 
其 中 C = C(n,N.,1,A,. в). 

Ж 2.2. 1 AF Casg = 1,40, ij d.e, N) 满足 定 
ЗД £p, jf € LPA) (em 1,---,25; i= l1; N) ,0 < 
a = n + 2,800 光滑 , 且 se H(O,R") E Dirichlet 问题 (2.1)， 
(2.15) Ну ЫТ, Da e Со, Бе) 且 有 估计 

Пра совт m C fla tm 
Hr C = C(s,N,A.À,n, diam). 


2.3. И 

定理 2.5. 设 4 池 (x) 满 足 (2.2),BE AF eC), AF л 
{е == lyr ni == 1, N), F ELO) (o =l,- 5m 
i=l, NG ，RNY E (2.1) 63 
解 , 则 Due Liz (9, В"), Ext V9CCO, fil 

[Del] ако ре) < CEU Du ри + Пов 

Jh CEST я,М,А,А» н, dist(O, 00) 以 及 AF 的 连续 模 . 

证 明 。 上 用 凝固 了 系数 法 ， 

对 мбссо, ve e€ Š, VR:0 €R < d, d = disu( 0,90), 
将 (21) BE | 

—D.( Aff(x) Dgu) + D,F? = 0 (G= !,-- N), 
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Jer Р = # С Саб) — АТР (к) 1н (od, num i= 
I,e NN 
о а 


| „ЖСР р, idx m 0, Vp€ HX Bax!) RS), 


r — нє HiC B.C x», RY). 


ECT НОЕ ООРУН, i De 亦 满足 常 系数 齐 次 
椭 融 组 ,对 De 应 用 估计 式 【2.4)， 知 对 Veit < o < R E 


| | оа < c (2) | |De |45, 
BC Е Вр") 


其 中 С 一 C(n,N ,A,A,d). 
A Wu и, Ri 
D z = | z Í z 
ARR u|'dx = 2 ваъ | Dv |*dx + 2 s 451 Pel dx, 


因而 对 Yo:0 < os R, # 


| Du|ds < С (°)! 


| Du [*dx 


| Б. а) Вр(хб 


z 
+ C NNI dr, (216) 


现在 来 估计 |, LD". 


ЕР w Є(Вк(х°), КА) 满足 


Í П APT) Dau! Dapid 
2х > 


T7 NC DAD) — AP OO) Dal D o!dx, 
Vp € НВ» х"), RY), 
在 其 中 取 p= w, (EG 


Ого |24 «cC Nu eU ld + CoCR) |, | „1ри(ах, 
- z pia 
. (2.17) 


| Bg 
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N a 1л 
ХЕ, «(К) = sup xx ATOA) А 


тє Нек“) ijl ы. Вчи} 


W (2.17) КА (2.16) 得 
NNI = 6 (SY + AR)|| Реа 


+ СПИ + R^. 
由 于 е ССО), 故 在 在 Rol < R, < d ERA 0р 
R&R, 时 有 


: PY 4 «lí ; 
m | Dalda « С [( 2) + JN dx 
+ Ce + R^, 
xu С = Eln Nah Asd). 
在 先 代 引 理 ( 引 理 208 aC — |, q lDul dr, a C. 


B 一 C flies a = я, # = жЕ SH TE ZE R 0 < ËR, < Rys AB AER 
当 0 < o = R =< Ë, Ж 


\, t" [De dz 


F 


«c |RT | Dulda + lino aem] on. 
因而 有 
Dull азо us s CE рисове + (lleres ]» 

ЯСАР nN Xs A р dist( 9, 89) 以 及 А 的 连续 模 ， 
定理 得 证 ， 

定理 2.6. VL APO Wa (2.2) B. АР € Ci LAS GO ELS 
A (irm 1, e N: a, p= 1l, n) f e CIC) G =l, 
Му a= 1,5,0), 0 «8 < 1, ЭШ sce HCO, КМУ (2.1) 的 
ЫЙ» ДИ 


Du € СА (СӘ Rs>)， 
日 对 vàc c2, A fy 
i Dujlossca arm s СОО азоне + соса ке) s 
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法 中心 依赖 于 n,N,1,4,8, LAP lono dist(Q,8O5 以 及 diam, 
这 里 Q'— {x € Q|dist(x,89) > + disC6,Əo)), 
证 明 。 对 vOCCO, v= e€, 
УК.0 < R < > dist(6,Əg), 


将 (2.1) 改写 为 
DAP Cx) Dou) + Ю.Е = 0 (i= 1," ND, 
其 中 Fí = f (К), + [A С") — AF Гу] Daw, 
现在 取 # 为 下 列 问 题 的 解 : 


| | „РС Уве! Dap dx — 0, Yop € HX( Bel} RV), 
Врх 


о — u € HB, RY). 
对 De 应 用 伍 计 式 (2.3)， 得 


| ,De — Os [чз 
Baz 


" xat А 
<с(2) | |р» — (Do) eldr, 
R sagi 
其 中 C = C(n,N,A4,A, ditl, BO)), 


令 w= x — 0, 35ETE 2.3 类似 ,我 们 有 
j | De 一 (Ds). l? dx 


"E 
BO 


<c(%Y” | ,De — Сая 


| d Dw [dx 

ER 

<€ (у NA — Oval s 
| 


А IF — F aa. |*dz 
г) 


ati 
«c(cy" | ри (риказ 
R Bgta? 
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+ . 1} — fealdz 


Врт 


sup У У) Р GO — ИС)? 


С Ra 3M ф=1 айе! 
х р А | Ds |*dx , 
Baez") 
由 于 deco, i 
sup X Ae GO — ASEGURO < BIA sue R”, 
at Bats?) 


其 中 g = {х € 0| disce, д0) > — dist( Š, a0)}. 因而 有 


| Ре — (On, Ps 


м Ў р Ud | 1 

< € (2) J Bg |Du — CDu).s.a|'dz 

+ CIT, uuu R 

+ CSa ыг” |, " | Du dx, (2.18) 
Hg ñ 


由 ЄС m нн gre m qe. єс 0, 知道 
елт (9',R"*), 故 利康 定理 2.5 可 得 
Du € L?"*(Q, RY), 


EA fiiit 


j, ИТ | Duj'dx z CE Duilisio ge; + [lime JR", 
FE 


Jeri e ERRDEUDDIEZR. СФУ m. N, 2, As 8,s,dist(Š, ао) 
JA BERR, 将 此 估计 代入 《2.18) 得 


|, „Р — Сри)», х 
Bor > 


«c(£Y"| D D "d 
«c(EYy |, Du — Deal 
+ OC[fli.ussRUT 


+ CELA {Dali gs) + df intor m) Rate, 
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eds teu pA 
NM | Du 一 (Di), dx 
sz Сри ani + flisa n) ont, 
其 中 С 依赖 于 n,N,A4,4,8,5, ЁРЕ dist( ,80) K diamD., 
由 此 知 


站 二 一 


Due Cit? СОВ"), Ve > 0, 
而 且 


Прасе cast 
= CÍlDullisur ash; + Аза mor gt. 
特别 是 ,由 此 可 知 De 是 局 部 有 界 的 且 有 


|, ‹ » | Drldr < сри go; + ПТ ip, t5] ЕЁ", 
Fl 


其 中 C 依赖 于 я, №,2,4,6,1401ае, dist(O,00) 以 及 diamQ, 
将 此 再 代 人 《2.182， 得 


j „ри — (Du), o| dx 
в: 
= С c3 NNLZ — (Duj dx 
+ Сог, + Menores R”. 
再 次 利用 迭代 引 和 到 和 定理 1.5, 便 得 
Due С! (Q, Вт"), 
且 有 所 要 的 估计 ,证 毕 . 
关于 Dirichlet 问题 (2.1),(2.15) 的 弱 解 的 爹 局 正则 性 ， 我 
们 有 下 列 结果 : 
定理 2.7. 设 Af) ЈЕ (22), B AF ec G, i= 
l,e’ A; a, В узуп), ECHO (md, o Ni oo 
1,-. 80 € C19,0 Hl 并 设 n€EHIC9 ,RP)&& Dirichlet 
问题 (2.1),C2.15) ИИЙ. Д] 
Du € OCOD, us, 
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zT ЕЕ НО КЕ та; ТЕШЕ :我们 有 
定理 28. ZATO) ла (2.2), Н AF ECH G, j= 
1, N; a, B= l; en), [Т ECH) G= l,e, N; a= 
Lyetnan), дрес, 221, 0 < 43 1, JiR z € H)(Q RV) 
是 Dirichlet а] (2.12,(2.15) 的 弱 解 , 则 
Du € C(O, R"), 
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第 十 章 ”线性 散 度 型 补 圆 组 的 L^ 理论 


在 本 章 中 ,我 们 将 介绍 线性 散 旗 型 梭 国 组 的 LL” 理论， 在 这 
里 我 们 首先 用 Stampacchia ру ДЕШЕ ҮТ НЕ ВВ А ЫБ БЕ АЈ 
Lr {Б АЕ Л Е АК PE EUER ЖЖ ШЕН 9a SEE) L^ fil. 
作为 准备 工作 ,我 们 先 介 绍 ВМО 空间 和 Stampacchia рів 
定理 。 


sl. ВМО 空间 和 Stampacchia 内 插 定 理 


和 前 几 章 一 样 ， 我 们 仍 用 ae fowGOdz 表示 函数 = ZE Q 
上 的 平均 信 ， 

EX Li, Uk Qs dt R^ 中 的 方 体 ， ЖШТ T 35 Я, 
sE LOA., 如果 对 任 一 上 与 О, 平行 的 方 体 О. SER 


EIPRE uf {т — sono, jdr < +оо, 
? Jono, 


则 说 мє BMO). 
容易 看 则 ,这 个 定义 与 下 面 的 定 尽 等 价 。 
定义 LY, W Q, ЖОШ S PIE, «€ L'CQU. ШЖ 
[s| <. £S sup | [а — so|dx < +, 
eco) 40 


filii »€ BMOCQQ. 
我 们 规定 BMO) 中 元 素 的 范 数 为 
|#||вмос‹о„) = lislizop + lalao 
可 以 证 明 关 于 这 个 范 数 BMOCQQ 是 一 个 Banach 空间 . 
ШЕ УЖ АП, ВМО(0,) = Lr QE SI H0) 是 Cam- 
panato 空间 (参看 第 九 章 定 义 1.3). 
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1961 f£, F. John 和 L. М№Міғепрег ™ 证 明了 -个 十 分 深 
刻 的 结果 ; 
定理 Li CJohn-Nirenberg), Ж s€ ВМОСО,), MFE 
MARET REER Co С.Т VOC OW 8 
meas {r€ Qul {u(x) — ug] > 1] 


= C Q | exp {~ 5257. 


这 个 定理 的 证 明 请 参看 附录 3 或 [JN1， 利 用 这 个 定理 容易 
TE HH BMO(CQ.) = бю Q D), Vp г> LERE, Hiu € £600, 
p> 1， 则 显然 лє ВМО(О,), B моо sz Clwilzr op. 5 
之 ;车 нє ВМОСО,), ШЇ Ve > 1 和 VOCO, A 


KL — ug|*dx 一 Аа Qlís(x) — sol > rd: 


= p [ole {— T 21 di | 


PAPA ШУТ ы! 
= pC, PU 
P (a = 2 tel Fe г 
=< CCe n) d o, Q1. 
因而 f Duo ltds < Cro Inl os. 由 此 知 west QD, B. 


[s]... < CCo n b #1». 此 外 ,还 有 
{и ко s CEf olm — so, l*dx + 1so,l*1Qul 1 
= C(p.n.| Oo! lelue 
BEA 
По er mto s =< Cligllswocoo, 
现在 我 们 叙述 一 个 L* 与 ВМО 之 间 的 内 插 定 理 。 
定理 1.2 (Stampacchia 内 播 定理 )。 设 lag < +оо, Т 
既是 L'(QO 到 L*(QO 的 有 界线 性 算 子 ， 又 是 LD 到 
BMOCQo) 的 有 界线 性 算 子 , 即 
Тиз, оо € байо у, Yu € LICO)» 
7и моо»  Cillieitmiops Wa € L CO)» 
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WT LO) 到 L'(QO 的 有 界线 性 算 子 ,只 
{Ти рс, < Сор» Vu Є соо, 
,其 中 q = p =< Бс, С TKD T п,9,Р. Су, Са. 
这 个 定理 的 证 明 请 参看 附录 4 [FS]. ' 
Ж ti.1。 在 以 上 定 尽 和 定理 中 ， AHR В {К# ИЖ о. 


S2 L M și 


我 们 首先 证 明 
定理 21, Wr УЕ НОВ, RU) 满足 
|, tf Diar = |, ft (Dadas (21) 
Bn Ba . 
Vo € HBr RS), ` e 
其 中 Bx ЖЫ Керу. Р ERR, AFl AG, j= 
1 sn) ФРЕЕ > 4}&[%,4 с> 0, é LP(B.) 
G= 1,:-- - am P222, M| Du € LP (Bra, К), 
且 有 估计 
Dau Loose a Ny < nr rent os 

这 里 fo (f, C = Cin, N, AAP) "SRI. 

证 明 。 设 € HE Ba RY EE } Xf ug (2. 1) 的 唯一 解 ， 定 
尽 算 子 了 如 下 : f ， 

Ti Ds. 
Ев 11 知 若 Pe D(Be, R), B Ри € L'CBe, R”), 
而 且 在 (2.1) ER рен 可 得 估计 
. [Ds] sa nn S Свона» 

其 中 C = C(n,N,1), KRIT LX Br,R**》 到 LG R7) 
的 有 界线 性 算 子 。 

5— 3518. НЛ, РЕ 22 qx РЕТ" С ВЕ, Ке), Wil 
Duc "Вв, BR”) ААЙ 


HDsz|| sge" = С Ша T7 E 
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其 中 一 Ctn,N,%,4), 根据 第 九 章 引 理 1.2 和 本 章 $ 1 的 论述 
知 此 估计 式 表明 是 LU(B&, Ке) 到 ВМО (Ва, RP) 的 有 界 
ABEST. 
БШ, H Stampacchia ЕЕ Т L'(B,. R") 到 
L*(Bg,R*") 的 有 界线 性 算 子 ,2 < p < оо, BE e Lr(B a Rn), 
网 Ds € LeCBa，R"*)， 且 有 估计 
IDalercan eno == C 村 ceapRsmy 

其 中 c= C(n,N, 1 А.Р). 定理 得 证 ， 

下 面 我 们 研究 线性 散 度 型 酉 加 组 弱 解 的 Lt НИ. 

定理 22, ib «cH'(O,R") 满足 


| 41 GOD Dapids <= | ft GOD s do, 


Vo € HO RN, 
Kuh A є ССО), APOD] x AG uim 1, Nie, == 1,0. 
п), Ң AFGODE Е wall, 2220, б eLO) G= l, 
N; e=1l,--.,my, PI Du E Lelo, R, Н vO cg, 
有 估计 
Про go =< С Осо e s + [flero] 

其 中 j= (К), C 依赖 于 s.N.A. A.P. dist (0,00) 和 AP 的 
Xe SES, 

证 明 ， 只 要 对 VÓCCO, Vx e Ó, VR; 0 < R < dist (Š, 
да), ЕВА Du € L?(B G), R) ENTI, 


HERAN ve H (Bela), RN) 满足 


Í Aj G) Dau Dap dx 一 | „А Dag dr, 
agr” ИЕ. 


Vp € Ci СВ?) В"), (2.2) 
用 凝固 系数 法 将 它 改 写 为 | 
\ AË Datt Быр! dx 
2 врх 
一 ; „А44 б» — A RID Dag + E Go)Dap Mx, 
)8gk c 
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Vp e Cr) RP, 
EALE ix АЕА, оТ ку JR EE 2.1 ,但 这 里 
# 在 QB. AAF. АЯНТ п 36 н 而 考 虑 mu, 
Я те ССВ) 满足 


0=<x=1 (E Be Б), n = 1 (# B, Б), Dyl < 


R—p, 
这 里 0<p 二 R. 
下 面 分 四 步 来 得 到 我 们 所 要 的 结果 . 
第 一 步 : 推导 mu c€ HM Br,R*) 满足 的 积分 恒等式 。 
首先 ,容易 看 出 ,对 Vp c ССВь, RY), # 


Í Aj CX Di ne ) Dap'dx 
5n 


= | LAPP) — А CY TDs) Dap dz 
BR 
+ |, GOD) Dapids 
BR 
- | LAPO 一 А GODS One) Dag dx 
BR 
+| A Ceyn Dasi Dagda 
5g 
+ | А (яж) н! Den Dap ds 
Bn 
=} [AG — А G))DiOw D pax 
:BR - 
+ | AF GO Dat D Gp dx 
Вр 
-| qi ATI (z YD. D ndx 
BR 
+Í ASP cya Dy Dp dx, 
-Br 


其 次 ,利用 C2.2) 可 得 
n A GOD рано Dg! dx 
R 
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一 人 tato — И (x) JD ) Dap ds 
= ËR 
+ | F Dn dr 
BR 
— | ip AT GO D i D ndx 
-BR 


+ | А?# x) wi Dom D ap' dx. 
-ËR 


me 
G; = Е Da 一 AH Dw Dua, G = (G2, 
Е = fs Af Dm, F = CFI) 
则 sw 满足 
| APOD Сп) Dag dx 
Bg 
- NE — AGO 1D, Gw)Day dx 
T |, G pidx + |, ЕЗ Dapdx, 
-FE R 
VpeCefBn RM, | (23) 
最 后 ,我 们 再 将 (2.3) 改写 为 


n AP) D: Gu) Da! d 
"R 
一 | гага”) — Af G)YD QW) Dads 
"R 
+ | ё р.фіах, 
Вр 
Yo € Cy (Bg; R^», (21,4) 
其 中 Fe = Р? 十 Dee's 而 Diw € HBSQRU) WE 
— |. 5aDs( Dw = |, CDd 
Eg 2 Вр А t. 


No € CP(Ba RP), 
其 中 了 一 1 "n, 
iub. 分 析 PRO 的 光 沸 性 与 * 的 光滑 性 间 的 关系 . 
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首先 ,容易 看 出 Dae Ж (21) 950 sS HEE 21 ЖП, 
= Ge L'CBg, RM ,r = z, WI] DCD,w) € L'CBg, RS, я. 


[DCD w Y lle'cag. go < СС вьв G= 1, n). 
由 Sobalev fk A sz PE SI 
D |а p umm CIG lor врн» (2.5) 


其 中 C—C(s,N,i.A.r),r*dÉ r 39 Sobolev Н, 

现在 来 看 ,如 果 uc WCB R), 1222, PA F 属于 什么 . 
空间 ? i 
为 书写 简单 ， 下 面 我 们 用 PAP 表示 minl, p). 
РЕ ЄСВ, Ке), p222, iu" s€ W!'( Ba, 
R"), ¿> 2, MW G e L'^"( Br, RY), F € LISAP( Br R"), 由 (2.57 
An Dae € LEC Bes R") G= 101,--*,).. Ul F e LC Ra, 
R^"), | 

ЖЕ: Ф 4 一 着 At .我们 来 证 明 : 如 果 ue WCBs,BR”)， 
1 > 2 那么 当 玉 充分 小 时 ,有 na € WPB R”), 

为 此 ,定义 Tiwi*CB. BRY) 一 WIR RU) dT: 对 于 尾 
39: V eW В, BO, TV =s, ШШ sewi Br RO X 
下 询 椭 圆 组 的 解 : | 


| APD uw! D bida 
2р 


一 | лугу — А IDV !р„ф\4х 
ТЕБ 


+ | FD pidt, V + € (CBr, RO. 
Яд 
由 定理 2.1 Ai 
: De |а врт = СІ 4С) 一 AL IDY |lrscsg th ` 
+ СҮЙ век”), (2.6) 


其 中 OAQODV BRIERE ADV, C 一 CON hAg). 
ТЕЕ R JEANS, 是 壬 缩 映 射 ,因而 有 唯一 不 动 点 . 
对 VV, V; € Wy*(Bg, Б), IH m 和 e, 满足 的 椭 加 组 和 
Poincaré 不 等 式 以 及 估计 式 《2:6), 得 
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UTV: ТУЦ, gp дл, m Ил онаа 
=< Се, — Dvilis so s» 
< C |[ AG) — 45] DG(/. — V2) lisi sp. nn 


= Cmax| АС) — Alx) | IV, — Vll 


d вар, RN 
тейрх 1 
由 于 A7 ССО), АЗАЛ, 有 
Tv, Ёз am < ӨП — Ивон? 


其 中 0<6 <, ВБ, RAAD, T Е ВНЕ ЗУ, A AE 
不 动 点 V EWC BRR”), Ф TV = У, 

显然 ,了 就 是 (2.4) BORNE. V 一 ns, EST ЕН (2.6) 知 

ID Crse)li itus nto s ССС) — A60 TD nn) llis nt 

TC IF laco gin t. 

TE.: 5 R 352 N 89 8 

100и) || във" << C [| age" 

=< C (ID авран" t | Евин”! з} 

= CÍlGl^nsu ах + ПЕЙ ааваа nt 


Rs Пакет + 1а адин + altare) 


= < ИН ТШДШ uo s 
— в os 


Жи СТГ n.NALA.L p 和 АР 的 连续 模 。 因 而 有 


ПР]. p, a) < 二 人 一 {19 асрн + MILI врв) » 
-e 
(2.75 
这 里 9 一 此 人 AP。，C km P EXRETERE, 
第 四 步 : 证 明 Ds E L'CB GO), R), 
Jk-— B 98 FH 
PES e cR < R, < R, =< R, 
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首先 在 (2.7) dh T po Ris i= i. 出 有 


C Dos 
[Dull se pese gen; < R—R, {lira де + nini ag в. 


ZiPpsl*, HU Dwe€L'(B4 ,Ң* 因而 Due LUB R"), 
Ж oplI1*, WM DecLUCB,R") На 


Du = — 
| | p cag R" === R E R, 


然后 ,再 在 (2.7) Бай: R = Ёл, p= Ё,, {== 2*, WE 


Севра + Пилав. 


Ç 
ll Dii L^ евр RAN) =< R—R, {feec sN + Vna, aer 


< С  . 

(R umi R (R, un R1) 

现在 , 落 pel2**.H Dee LU Bg, К"), N f De € ЕҚ ВЕ, В"^) . 
. 3 


pit, B] Du БР Br, RU), 于 是 继续 进行 上 偿 
步骤 ,经 有 限 步 以 后 , 总 可 得 到 Du é LBR") АЖ 
ыы! 


}» 
- gto. gs 
其 中 依赖 于 2s,N.A,A,P, dist (2,00) 和 AF 的 连续 模 。 证 
毕 。 
# 21. 在 定理 2.2 中 ， A є с) ЕЛ B] b iS. 
参看 第 十 二 章 $4 中 N.G.Meyers 的 例子 ， 


(flle az R^, 十 ЦЯ 


Dal ceca n ats =< C TUI 
2 10, 


a 
R 
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$B-r— 4 FRAASE dE TE 


51. 5| 


И 


Е ВЕ ЕЕ Чрн 
— р, 4 (х,и, Du) + B.(z., u, Du) — 0 Gi = 1,5, N) (11) 
弱 解 的 存在 性 问题 。 其 中 А,В: Ох RY x R" — R, 0 是 R" 
中 的 有 界 色 域 . “椭圆 性 ”的 意思 将 在 下 面 说 明 ; 
(1. DASS NER SE Ы АР, Bi 满足 什么 样 的 结构 条 件 有 关 ， 
在 这 里 ,和 在 第 五 章 中 一 样 ， 结构 条 件 是 指 棋 圆 性 条 件 和 增长 条 件 
的 总 和 。 
XX LL # .4,2B; 满 足下 列 结 构 条 件 
А (х,и, р)рі zm A pl? — А|н|' — 0С), (1.2) 
[ire „н, p «АС F Inl? FG, 7 бз) 
|B.Gz, и, р) LAQ PTP е al 
3B às А, ЛЕНОК, 7, 20,07 є LICO), 177100), 
П r = 2* 是 2 的 Sobolev ВСЧ я> 2 时 , 它 等 于 一 - 
3 一 2 时 , 它 可 为 [2, 十 0) 内 任 一 实数 ), 则 我 们 说 42, В, E 
可 控制 的 结构 条 件 ， 这 里 ,C1.2) 是 档 加 性 人 条件,(1.3) 是 增长 条 件 ， 
我 们 称 其 为 可 控制 的 增长 条 件 。 
在 42, B, 笃 足 可 控制 的 和 结构 条 件 时 ,我 们 可 以 在 H'(O, R“) | 
AIRC, О ЕШ. | | 
ELL 4 4t, В, WEDD, Ж <€ НКО, RP) 
满足 | | 
NT z, Du)D.qi + Bi(x, u, Dug ldx =. 0, (1.4) 


Ue Van. 
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Vu HLO, В, 
则 说 « а HC DSR. 
可 控制 的 增长 茶 件 (1.3) 保 证 了 积分 恒等式 (1.4) 有 意义 ,但 这 
组 增长 条 件 不 十 分 自然 ,在 点 一 站 单个 方程 ) 的 情形 ， 我 们 知道 ， 
自然 的 增长 条 件 是 
| d*(x n, p)| < Cip + 2622, 
| [B(x н, p) | x ACIE pU t f), 
Яр р, 220. B. #, гє LO), 
Sii £E 3 jË 3e 25 E ES RH КУНЯ ES EA RA PE, 
定义 13， FA, В, |а| < M 时 满足 
A: (x, u, p)pi 20 AL pl* — А0), (1.5) 
(Henn p). =< АСР! + fi (шу), (1.6) 
| BiCx,u,p)l = AC| PI? + fix), 
EH 1,4,4 是 正常 数 ( 可 与 MM 有 关 ), Р, F 22 0, FL ft e LO), 
fie L'(Q), WHK 42, B; 满足 自然 结构 条 件 , 而 (1.6) 则 被 称 为 自 
BO SK EE, | 
在 自然 增长 条 件 之 下 ,积分 恒等式 (1.4) 对 s€ H'CO, RP) 和 
p€ HXO, R") 不 一 定 有 意义 ;这 时 我 们 将 在 HNL, R”) 中 
FRE, 
定义 14. ÆA, B Big EL АЕ ЫЕ E A E DR F. XP =€ 
HNL (0, В”) 且 积 分 伍 等 式 [1.4? 对 任意 pe MNL, RY) 
均 成 立 , 则 说 *# 是 (1.1) 的 弱 解 ， 

.这样 给 弱 解 下 定义 还 有 更 深刻 的 原因 ， 请 参看 О. А. Lady- 
¥enskaya 和 N. N. Ural'ceva 的 节 [LU， 第 一 章 ] 和 S. Hilde. 
brandt 的 综合 报告 [HB.82]. — 

证 明 非 线 竹 柄 圆 组 霸 解 在 在 性 的 方法 很 多 ,例如 变 分 方法 , 拓 
扑 度 方法 ,单调 算 子 法 以 及 用 抛物 组 的 解 还 近 条 圆 组 的 解 的 方法 ， 
等 等 。 每 种 方法 都 有 其 优点 和 局 限 性 。 本 书 中 我 们 主要 介绍 变 分 - 
方 医 ,此 蔗 不 需要 先 验 估计 ,但 需要 所 游 碟 的 短 罗 组 与 某 个 变 分 问 | 
题 有 联系 (或 说 “具有 变 分 结构 ”7)。 至 于 不 一 定 与 变 分 问题 有 联系 . 
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BJ ЖЕТЕ РП JBS WEBS ge ТЕШЕ ph Ж, =] Ж [NC], [ZK]. 


$2. Ж) Jj d 
21. 正则 变 分 问题 解 的 存在 性 


本 小 节 先 著 碟 正则 变 分 问题 解 的 存在 性 ， 在 后 面 两 小 节 中 再 
将 它 与 某 个 权 回 组 的 弱 解 联系 起 来 。 

在 这 里 , 变 分 问题 是 指 在 一 个 允许 函数 类 9€ ЖУУН 

| Jis] = | sC, u,Du)dx 
的 极 小 点 的 问题 。 其 中 F(x,#, рох R"X R*U—R, ЖЕ 
关于 ?是 廿 的 ;我 们 就 说 这 个 变 分 问题 是 一 个 正则 变 分 间 题 ， 

384785 ЖҮК Sobolev 空间 НСО, R) 中 的 一 个 子 
TE: 


2€ {иЄ НСО, RD |а — ee HKO, RN), — C21) 
其 中 ge Ha, R), J[g] = +оо, 
ШЖ, 9€ 是 H'(O.RU) 由 的 一 个 闭 凸 集 。 
于 是 现在 变 分 问题 的 确切 所 水 是 
寻找 «€ V. EMG 
a = J[v], Ve € 9€, (22) 

25 TER НИ, RER ЗЕКЕ F UEBS fe EEE 
理 , 至 于 更 好 的 结果 SEEK] ЖИЕ M BLUR 7-29. 

EH 2.1. (Bl Р(х,н, py fl Е,(х,к, p) Æ Q x RN x Ryg 
中 连续 ， FIT 如 是 西 的 , 且 F(z, z, р) 2 A pl, 420, Miji 
BODA, 

WA 我 们 将 这 个 定理 的 证 明 分 为 两 步 。 

第 一 步 : ШИЯ Jiel 在 HiCO, RO 中 是 弱 列 下 半 连 续 的 ， 
ВЕН: Eoo we EC9,RY) B. Gu) 在 HD, КУ) paka 
到 и, (VDCc2o, aD 光滑 ); 则 
: Jin] < lm inf Jingle (2.3) 
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ВЕ, ЕНИ А Щи, 2 0,0870 lim inf J pa FE. E 
tim inf JE] = +o, 则 (2.3) 显 然 成 立 , 若 lim inf Jalat, 


则 可 先 取 {#4} 的 一 个 工序 列 Ur. fü 
lim inf їн] = lim Ле]. (2.4) 


由 于 Ua) 在 ир, RU) HERRAR а, {н} 在 WCD, 
B") Я] и, ISI Gab 在 WO, R) ЧН ГТ. ЕНЕ 
鸣 定 理 知 La.) 在 WCD, RN) таҗ EL. ЖИПЕК A SER A Ga) 
有 子 列 ,不 妨 仍 记 作 Da, TE LD, RY) 中 强 收 伍 , 因 而 Gn) 
又 有 几乎 处 处 收敛 的 子 列 , 仍 不 妨 用 {ну} 表示 这 个 子 列 , 于 是 我 
们 有 


uy (n) -> u(x), a.c. x€ D, 
现在 任意 固定 DC CC O, н lim inf JD < +оо An 


| F(x,u, Du)dx < 十 oo0。 
n 


由 Egorov 定理 9、Lusin 定理 2 和 Lebesgue TB SS yE 
续 性 知 ,对 任意 e > 0， 都 存在 一 个 紧 子 集 KCD， 使 meas( DN 
K)<s, L. 


G) m, >u (EK Е SUO, 
Gi) ия Du 在 K 上 连续 ， 


(ii) MIC и, Du)dx > NIC u, Он)йх — 6, 
Жк, FX J p гч, 


\, Е(х, и, Dui )ах 22 | re, ик; Du)dx 


1) Egorov 定理 "IER R" (hh) OE, шсағгЕ ос, х), Кт) (k = 1, 
2,—) RE EASÉRREGERRUSIMHBEt. P Ск) 在 E 上 几乎 外 处 收复 于 
f(x). MAER e> 0, ТЕЕ р Р Ф E, meal ERs, 使 40) 
в Б-ка Ке). 

2) Lusin 定理 іФЕ Е. E f(x) RE BAPA RATAA 5 Я 
870, ТЕНИР C。 meas (ES\C)<e 使 Ка) жс ENHE 
Ж. 
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+ | Fo (х, н, Он) Оң, — Dos Ms, 
经 过 管 单 计 算 ,可 得 


Р 
NIC Wis Du dx 22 |, FG. Hi. Du»dx 


+ |. Fa (tu, Ри) р.а}; 一 D.) dx 


+ NAM (хун, Du) 一 Fei (z, и, Du)]CDami, 


一 Б„и”уйх, I (2.5) 
HUP EK E ВО н, ПШ F PE PR , Wk 


Í z<, urs Риў4х — EIC s,Du)dx (Ы 90), 
HT Flr, н(х), Ои(а)) ЖК LAF, 而 Duy 在 LD, 
RO PEKAR Du, i LE (х,и, DUX Du, — D )dz — 0 
(Ri — co), | 

又 由 于 Р (е, нь (0), Da GO) > F Gon GO s Du(2)) (Ж 
K L—5£ B SR) I Dui; — D! 3) L' ЙЫК — SUR Sr We 
| LB, (x, 5, Du) 一 Len (x, я, Du)](CD,s$; — Dui')dx — 0 
(£j — oo). 

因此 在 (2.5) 中 令 句 ~* oo, 得 

lim inf]. Р(х, иы» Din ) dx > NIC и, Du)dx, 


ШТ F> 0, KC DC 0, Жж 


lim ier F(z, и, Duj)dx 2 | F(x, u, Du)dx — s, 
изе Ja p 
此 不 等 式 对 оссо (р © Ve > 0 Mg ху i: S 
lim ini], Е(х, aj, Dn. )dz zz NIC ну Du)dx, 


考虑 到 (2.4), 便 知 (2.3] 成 立 。 
第 二 步 ， 证 明 变 分 问题 (2.2) 的 解 存在 ， 
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由 假设 知 Ла] 2 0, Mk Те] 在 .2 中 有 下 界 ,因而 有 下 确 
Ж. MEGT ЈЕР] << оо, їй uoo, 
设 {на} Е КАЛКА, me 26, А 
im Лик] 一 в, 
Bul RRAN k БАКА 


2 {раа «& Ла] < w + 1, (16) 


XB 
[че < c Ibin — gl'dx + Í, |z 2281, 
而 利用 Poincaré RER, E 
ИР — грах C NL — g)l'dx, 
故我 们 得 到 


2 — 2 [ E 
NY dx =< c| ,lpn є)|14х + C INE dx 


«c NT + C аав, | (2.7) 
综合 (2.6) 和 (2.7), 便 有 | 


lea [|a gi < C. | 
ХЕ САТ я, 1, н, Q, lleno sm. 15 А Лок. 因此 P 
ATA Gu. CE НСО, RN) Кн, Н we S€. М 
用 第 一 步 中 得 到 的 J SESS 2] Fe ye še ХАП 
Дил < lim inf Jing] = im Jing] == as 
因而 
Jul = а, 

REH и 是 了 在 ЭЁ 中 的 极 小 点 。 定 理 得 证 。 

定理 2.1 中 关于 的 假设 是 可 以 减弱 的 ， 上 生前 在 这 方面 较 好 
的 结果 是 

定理 2.2 (Е. Acerbi, N. Fusco), i& FCs, #, р): O RJ x 
RU ОР (и, р) Є R" x de" XOT z [Ul SUE JUP BUS 
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BH)reOIXJq (и, р) ЖЕ, Н F SS p Ruh; 即 对 ase лє 和 
Vu € RN 以 及 Ve Bew， 有 
NIC Ho > body = NICE sg, ро + Do)dx, 
| E рє Cc (9, RY). 
(f ELE 
й|р|* < Р(х, as p) < A(| pl? + DE 
RB (> 1, А220, A>0, NEA 
Ди] = NIC “u, Dujdx 
:在 集合 
JE — qwe WCO, Rju — ge ИСО, ROY} 
ФЕ l A H ge "СО, КӘ), 
关于 这 个 定理 的 证 明 , 请 参看 LAF], 


2.2. 正则 变 分 问题 与 椭 加 组 边 值 问题 的 联系 
在 本 小 节 中 ， 我 们 将 在 古典 变 分 学 的 范围 内 讨论 正则 变 分 癌 
题 与 椭圆 组 边 值 问题 之 间 的 联系 ， 仍 考虑 下 列 积分 泛 术 
J[u] = j ze, u, Du)dz, 
在 吉 典 变 分 学 中 , 设 Fe ССО x R" x Rr) 并 取 ， 
| E — {ue ССО, RY) |u = g GE 99 上 )} (2.8) 
为 允许 函数 类 ,其 中 кє CC), 
221. 第 一 个 必要 条 件 
我 们 知道 , 若 “eF, Œ 
J[s]l = J[e], Ve € v, 
则 有 | 


» Да + ор 7 0, Ype СКО, К^), (2.9) 
出 此 推出 
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NA (x, u, DUD + Fi(x, u, Duy ldr = 0, 
Vote CCO, RY), (2.10) 
我 们 称 (2.10) 为 J dE = 处 的 Euler 5 T2488 SE K, 
车 进一步 还 假设 F, u, ORT Сї, Вр, 362.10) 7 y ub ER. 
分 可 得 


NUM Cxs us Du) + Fix, н, Ои) аах = 0, 


Уфе СКО, R”), 
因而 有 
шыл (х,и, Du) + Fi(x, wy Du) — 0 
G= 1,*- N), re 9, (2.11) 
亦 即 
F gpp C u, Du)D Dat + Е (т, и, Du) Du 


+F, (хун, Du) Failx, u, Du) = ü 


ДЕ | , 
G= 1, N), x€2, (211Y 
YRATERQ.11)8IQ2.11)260 J 3g t 处 的 Euler. 方程 组 。 
(2.9) 和 和 由 它 导 出 的 Euler 方程 组 是 吉 典 变 分 学 中 给 出 的 * 
为 了 的 极 小 点 的 一 个 必要 条 件 ， 
2122. 第 二 个 必要 过 件 
E Fe Ct 的 假设 下 ， 另 一 个 必要 条 件 是 所 谓 的 Legendre- 
Hadamard 条 御 , 即 对 Yre Q, 有 
Font (x, ибх) , Dula) EE нз. z 0, 
Vic R^, qe В“, (2.12) 
HX LESÉ ueg, BE 
Да] = Ле], ое, 
那么 除 (2.9) 外 ,还 有 


d m , 
"E JI + ер] р-а 22 0, ve ССО, RV), 
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нж 
» [Fo (х, u, DaD ^ D qt 
+ 2F nd (z, u, Рик," 


+ Ех, в, Du)p'q^]dx 220, Уфе Сео, RY), 
(2.13) 
ШИ, HAERA p p tip, 其 中 pe ССО, RU), і = 
1.2, (ТН 


Re I LP sa (хан. Du) D pt D pš 
20 тій 


+ 2F za (z, и, Ри)ФАР, р? 


+ Ех, м, Риуфёр' ах > 0, (2.14) 


Hb qt = gpa eE (h = 1, -, N), 其 中 ze В", тє Rh, 
фе ССО), латы t EE EE, 2778 


| ЕР a Gro Ра) Сар Рф + v Ур 
+ 2Е st (х,и, Du jw ip Ded 


+ Р 上 于 CM Ds )n"n*q?]dx = 0, 
用 全 除 此 不 等 式 丙 端 ,并 令 +-> co, f | 
| Pata Go UCE), DuGODS Ep n PG dx 22 0, 


Ype сес), (215) 
与 第 八 章 定理 1.2 中 类 似 , 适 当地 取 4x)， 即 可 得 (2.12)， 
2.2.3. 小 结 
从 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 车 #* 是 /的 极 小 点 ， 则 # 满足 椭圆 组 
(2.100, xx ҖЕ SK EE 8 Legendre-Hadamard 茶 性 C2.12) 成 
X. САА АВС 2. 1 00 B fT e re P (АТА T ELE UT AE ТЕ ИЩ ЫЫ 
了 的 极 小 点 的 存在 性 问题 来 解决 ,这 就 是 变 分 方法 的 思想 ， 
须要 广 意 的 是 ,在 定理 2.1 rn, 29 T üEBH / 的 机 小 点 的 在 在 性 
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我 们 假设 了 F 关 于? 是 凸 的 ,但 在 定理 2.2 中 , 我 们 说 这 个 条 件 可 
以 减弱 为 下 关于 请 氟 凸 ， 拟 凸 性 的 灶 念 【参看 定理 2.2) 是 C. B. 
Morrey 于 1952 年 引进 的 (可 参看 [MR])， 他 指出 ,在 NN 之 1 时 ， 
7 的 极 小 点 存在 的 必要 条 性 是 关于 了 Mae EFT P D 
(N = 工时 , 撒 目 性 与 西 性 一 致 , 当 六 > 1 时 ,一 般 讲 拟 吓 性 比 凸 
ER) SIULUEBj, SM BE Cj, FAT Р AMOH Legen- 
dre-Hadamard 条 件 (2.12) 成 立 。 ВЕ, EHA SR GO RE 88 Rl 
Legendre-Hadamard Ж ЕЛУ ВА DIEI BU ТЕРА. 而 不 是 称 
Wi Legendre 条 性 : Ры, БЕ >> 0 (RI F X: P p ПЧ) 的 积分 
АЕНА EB, (HB E: rH F BLUE ЗЕЙ АИ E IE ИЕ 1681 
需要 ,我 们 常常 还 是 假设 Legendre 条 件 成 立 ， 甚 至 假设 强 Le- 
gendre 条 件 
Р ipp SEE SALEI, 220, YSE R^" 
成 立 ， 币 不 是 假设 Legendre-Hadamard 条 件 成 立 ， 即使 在 强 
Legendre-Hadamard 条 性 
Fa Sesal ILLI 2 > 0 


VE€ R*, ne R” 
下 ,也 不 能 得 到 后 面 第 十 二 党 中 所 述 的 正则 性 结果 ,关于 这 方面 的 
讨论 请 参看 [GS], [FU]. 
МЖ, TEN I (单个 方程 ) 的 情形 ，Legendre-Hadamard Ж 
f5 Legendre 条 件 是 等 价 的 ， 


2.3. 正则 积分 泛 函 在 扎 : 中 的 可 微 性 
在 第 2.2 小 节 中 我 们 研究 了 
JUs] 一 NEC u, Du)dx 


在 se CD, Rnw)? 处 的 一 阶 变 分 的 存在 性 (以 下 简称 J Bo nr ORE), 
并 导出 了 了 在 zx 处 的 Euler 方程 级 .但 一 般 讲 ,了 dp COO, R") 
中 不 一 定 有 极 小 点 ;我 们 在 第 2.1 小 蔬 中 证 明了 在 一 定 条 件 耻 7 在 
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но, Вх) ñBJBl 9€ th Луд. ВЛАСТ ЮЭ Jiel 在 
"єн КӘ, R AET ИШЕ Н J Æ we НСО, RY) 处 的 Euler 
方程 组 ， 须 要 注意 的 是 ,在 这 里 ,要 泛 隐 了 可 微 ， 不 但 要 求 f 有 一 
«т йч, ifa Н. НЕЗ Fi E eA BU 3 PE. 

定理 2.3. 假设 

1° F,Q x RF x R?* + R 关于 * 可 测 , 且 对 a. е. +€ б, 
于 (s, p) ET C. 

2° AV* — р(х) =< Е(х, н, p) << AV? + nx), 
其 中 1 人 是正 常数, 了 一 《1 + dul? + 1013, аб) 20, 226 
L(Q)(i—-1,2)., Н 


Ра Сум, pI ССр + lul? H FG), 
Fax, u, Disc Cpl 77 + dal nt + fi. 


其 中 f. m0, ff e LXO), fie LTO) а= 1, Nia 
I,5.,5), r= 2* B. 2 BJ Sobolev HATER, 
І Jis] Ж uc HQ, RO 处 可 微 且 其 一 阶 变 分 由 


рє RI(Q , RN — |, [Fpi Cx, u, Du) Do 


(2.16) 


+ Ех, и, Dup’ ldx (2.17) 
给 出 。 
证 明 . 设 se HCO, RN) А Ли] 在 НКО, Rs) 的 某 个 子 
4 € 中 的 极 小 点 ; 且 没 s 十 tp 也 属于 A 《对 一 切 o € HC, 
R”) 和 FE R), 考虑 | 
Кои + rpl 
dE f = 0 АУ 1: 


162) — 100) 1 |, [F(x, u + tp, Du + iDo) 
i PO 


一 F(x, u, Du)ldx 
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= |, dx | [Р (х,и + бр, Он + EDD! 

+ F(x, и + Erp, Du + &Юф)}ф'1\4Е, 

MEFR г 0 B Xx i 3E ТВА, $ 
un) = ula) + ф(х), 

EL. romt, мк) ulr), Du(x)— Dule) (ac.r€ 
0). [Ng S4 s — 0 Br, A 
Fx, мх), Du'(x)) — Р(х, ulr), Da(x)), a.e.xc 0, 
F. (x. (z), Da'(x)) — Бы Cx, u(x), Du(z)), a.e.x € ©, 
HUE Fu 和 Byi WE APRENER, ЕМУ Н ЖЕТИНЕ ok 
定理 , 即 知 

im 1¢ 


10 


aoo = j. [F (z, и, Du) 


+ Ен (х,и, Da)Dapldx, (2.18) 
证 第， 
在 自然 增长 条 件 下 , 我 们 要 研究 Jiul Eue NL (C9, RY) 
公 的 可 微 性 。 与 定理 2.3 类 做 ,可 以 证 明 
定理 24. 假设 
1° F: Ox RY x К°" Б ЕТ хт, Н ae. z€ Q,X 
于 (и, р) ЖР C! 
2? щ |а « M Ч, 
pU — n =< Р(х, и, p) < ACL + 1р2), 
[s (x, n, pi S< ACH + 1р), 
| FJ(x, a, р) < AG + 1р|Ёу, 
Я А, в, 4 DETS, ларым. 
则 Ди] Æ ne HAOL?CO, RN) 处 可 微 , 且 其 一 阶 变 分 由 


Ре 


(2.19) 


pE KINL”, RN) 一 |. [Fry м, Du) D.g' 


+ F, (r, u, Ри) ldx 
给 出 。 


*212* 


和 基于 这 个 定理 的 证 明 可 以 参看 IMR] 

再 此 关于 了 的 Euler 方程 组 的 弱 解 ,我 们 可 定 兴 如 下 ; 

XX 23. 首 F 满 足 可 控制 的 增长 条 件 ( 确 切 些 说 , WE Е 
2.3 的 条 件 ) 的 情况 下 , 若 se HCO, RP) 满足 


| LFpt (z и, Ри)р,р + Р(х, и, Dwu)q!ldx == 0, 
2 


Voc HO, К^), (2.20) 
Жк = 0 Jle] 的 Euler EBAR. E FAEERE PF 
《确切 些 说 ,满足 定理 2.4 的 条 件 ) 的 情况 下 , 若 n€ H'OLTCO ,RV) 
县 对 一周 фен. ПЕРСО, RF) 33 f8 55:5 (2.20) 37 , Bl ER. te 为 
Jiu] 的 Euler 方程 组 的 弱 解 ， 

《2.207 被 称 为 了 在 # 处 的 Euler 方程 组 的 器 形式 。 如 果 J 是 
正则 积分 泛 臣 ,那么 (2.20) 为 本 图 型 方程 组 。 

如 果 一 :个 三 圆 组 是 某 个 正则 积分 泛 国 的 Euler 方程 组 , 那么 
定理 2.1 MER 2.2 可 给 出 其 弱 解 存在 的 条 件 。 如 果 这 个 钴 区 组 
不 是 某 个 正则 积分 和 了 沪 的 Euler 方程 组 ， 其 存在 性 结果 可 参看 
[NC]. [ZK], 
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第 十 二 章 че ЕНЕ НОЙ ШЕЙШЕ 


$1. H' IE WW PE 


REH, RTA Ri EE SU MJ IB H 
PDA c, и, Du) + B,(x, м, Duy = 0 
(1,5. N) (1.1) 
SRRI MEE, “НЕЕ "ОЕ ТЕ FII Bi, | 
TO£R bE НАН — REDEEM Н? 正则 性 的 研究 开始 ， 在 这 
里 ， 一 个 有 趣 的 现象 是 Н 正则 竹 的 结果 与 A, B, 满足 什么 样 的 
结构 条 件 有 关 ， | 
在 本 章 中 ,为 研究 正则 性 问题 的 需要 ,我 们 有 时 也 分 别称 下 列 
两 组 条 件 为 可 控制 的 和 自然 的 结构 条 件 . 
为 书写 简单 起 见 ,我 们 记 4 С), B = (B). 
首先 , 如果 4, Be C' HWE 
А1369 wy PIELER Ze ANEI, (1.2) 
[^ 14.1, 181, 18,] < AC + On + РР, 
14.1. |В,|, Apl |В,| < A, 
其 中 2, 4 是 正常 数 , 则 我 们 说 4, 8 满足 可 控制 的 结构 条 件 , 并 称 
C1.3) 为 可 控制 的 增长 条 件 ， 
其 次 ,如 果 А, Bec, ҢҢ el < M 时 满足 


(1.3) 


4:365 ну PS ЕВ СЕ АЕ, (1.4) 
141. 14,1, lAl < AC + |р!), 
|A,| < A, (1з) 


18i, IB.i, 1B,| < AQ + (РГ, 
Ів, < AC + |р|)› 
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其 中 4, 4 是 正常 数 。 它 们 可 与 对 有 关 ， 则 我 们 说 A, 5 满足 自然 
结构 条 件 , 并 称 (1.5) 为 自然 增长 条 尾 . 
显然 ,这 里 的 增长 条 件 (1.37 和 人 4.5 分 别 比 第 十 一 章 的 增长 条 
Tr C1.35 O, 
定理 1.1. 54.86 C1, 满足 可 控制 的 结构 条 件 (1.27: 0.35, 
且 设 se HQ, Rn") 满足 
NI и, Du) Do! + B,(z, u, Dup’ ldr = 0, 
Уре HCA, К”), (1.6) 
m ut Hi (9, R, 且 导 数 Duts = 1 LE] n) 满足 
j. 14 36е и, Du)D,D,u! + Afix, и, Du)D,u 
+ 4°, (хн, Du) — S, Bi(x, u, Du)]D,g'dx = 0, 
Voc НКО, В“), spteC ©, (1.75 


l; = = +, 


其 中 Bs lo. 5$ 


证 明 ， 先 就 ATQ s P) m АРСР), В.к, и, ру = 0 这 一 简 
单 情形 进行 证 明 。 这 时 C1.6) 为 


NI —-0,Yoc HQ, R). | (1.6)' 
Ж ФИ Ж Ё ste QO, ШӘМ || JE ЛЕ 


" ASCDulr + ве) — Сибур, ф'ах = 0, 


因而 有 
j. АЗ, GO) D A. u D pdz = 0, 
Voc HQ, R^), sptec 9, (1.8) 
其 中 


Aus) = í A; (Du + he) + (1 — 0 Ри), 


‚мі + #e,) — ua) 
= ë , 


Аун 
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由 于 A 25 3001.3). ду Afo’ ЖЕ 

Аква SAE 1 > 0, | 
n. = À, (1.9) 
现在 ;对 VÓC C OQ, хє б, VR:0 < R < i dist(O,0 a), 

在 (1.8) 中 取 p = FAs, XB né ССВ) 为 截断 函数 : 

0 =< msi Bre) Нн), n = 1 (#E BI (z) фу, 

< (10 

(Dr = FO (1.10) 


通过 简单 计算 并 利用 (1.9) 互 得 


|, us Pando Chloe, ал!) 
R x 
* 


нс Ен, N, A, A, dist(O, 50), BME 
«€ Hl, (9, RV), 

而 且 在 (1.8) 中 令 一 9， 便 可 得 | 

j. AL CD») DD d) Dap dx 一 0 

Voce НКО, RP, sptoC O, | 
Яе 1,，… ;ww。 这 就 是 在 这 个 简单 情形 下 的 积分 等 式 (1.7), 
上 上面 的 这 程 ， 着 形式 地 用 微 商 代 赫 差 商 来 书写 ， 则 可 简单 得 

多 ,事实 上 , 若 在 .6) 中 取 o = Dp， 并 形式 地 进行 分 部 积分 ， 
则 得 

|, A, (DuyD,D. D dí dx == б, 
若 再 取 中 一 wDsn， 则 通过 简单 计算 并 和 用 条 人 性 1.2) 和 (C1.3) 可 
得 


j (a0) | DD u| dx sz С\ ову» 
R 
2 


其 中 C 依赖 于 n, N. à, A, йік, да). 最 后 ， KIRE Tha kh hk, 
差 商 Ан, ЩЕП .11)). 
F Bl {3 ko Bl, ТЕК АХ ЕЛ ЕЕЕ — Е OU. 
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首先 ,在 1. 全 中 形式 地 取 % = Da, HESR RMR 
得 | е 

ШЕЛ + ARID, + A, D Don] Dpt 

+ | В, + B; D + B, DD! Ms иш e, 


其 次 ,对 VÓCCO, Vx e, VR.0 < R < + dist(2, 30), 


Ф Du, Eh пе CPR) 满足 (1.10), 则 得 
[еа D,D. D, Dads 


+ , A, DaD, 2D * Did: | 

T | v A7, D,D,uldx + | as, . "» ` Dads 

+ |, wAn D D Duds + | „4м 230, * Dui B,uldx ` 
T | m Bis Dads + j. i Bii Dui D u'dx | 

+ | "В, D D, шак = 0, | | (1.12) 


通过 简单 的 计算 并 利用 (1.2) 和 (1.3) 可 得 
| InD Du Udx < ci (1 + |D) | Du dx, 
Bg" 8р0") 
因而 有 
| ОЮ и|+4х = ЭРЫК i 
в 2099 . í. 
g“ | 
Яс T a, N, 1, A, dist(Š, 990), 
р s ПОЕН 268 Лази, ЦИР diri 48 РЇ 
| Рани < Сила» 
Ecc 仍 依 赖 于 上 述 诸 量 而 与 各 无 关 。 因此 有 se Huel, R”) 
而 且 可 得 D,s 满足 (1.7)}。 定 理 得 证 。 
得 在 自然 结构 条 肯 下 ,上述 结 时 一 般 讲 不 成 立 ; 这 时 只 能 证 基 


= 17. = 


连续 弱 解 局 于 H, BRIA | 
X38 12. Bib A, BEC, 满足 自然 结构 条 件 (1-4), (1.5), 
H we HOLO, RN) 满足 
| 14:e, и, Du)D,o! + Bilx, u, Ри) фах = 0, 

f Ype HNL? (O, R), — (1.13) 
而 且 还 假设 eCa, Бч), Д «e Ні. Со, B, H S 3⁄E Dr 
(а= 1,---, n) 对 任意 ре MALTO, R), зрос о HEE 
恒等式 (1.7)。 I ! 

证 明 。 首 先 ,与 定理 1.1 类 似 , 对 ОССО, Ye Q, VR; 
O< R< 二 distC9， 59)， 在 (1.13) 中 形式 地 取 e = D,GPD,u) 
G= 1,5556 ну, Eh ae CPCBrCx")) 满足 (1.10)。 于 是 ， 经 过 


计算 也 可 得 到 (1.12), 但 这 时 Ar, B; 满足 的 结构 条 忻 与 定理 1.1 
中 不 同 , 因 此 最 后 得 到 的 估计 式 是 | 


| S DD,uldx 

Bess 

«c iO + [Du] + Dryl] De |*1dz 
ву! N | 


+c |, rl Dali 4 
- (r2 


Fg | 
(s= FERREE DP (1.14) 
其 次 ， 为 处 理 上 式 在 端 最 后 一 售 积分 ， 再 在 C1.13) 中 形式 地 
ER p= p(s — ug)| Daul’, E дє CCBA PREA.) 


mem {онак E= 在 BG) EPIS. TROC I 


NEL 
Вк“ 


+ | А? CW н. урн DD ude 
В р к^) 


+ | 24D А? + (6 — иу! D,u "dx 
Bg? 


"41% = 


| B; e Gt — uk), Dn dx = © 
Врх). 
` {s = 0.70. n). 


经 过 简单 计算 并 利用 结构 条 件 (1.4)C1.5) 可 得 
| m | Du |? Du |? dx 
ЕРУ] 
«c |, AY + |Dy| lu — sa] Dul'dx 


+ C oscu ylDD'dr(s-l,:,9. (415) 
à 


je 
Bg Briz] 


联合 (1.14) 与 (1.15), 便 有 


| y! [DD,u dx 

Ёк кї} 

< с) [y + 1 Ри) + 1011р 214 
Bye 


+c í| Gg + |23141 — uui Di Du dr 
LIRE LE 


+ ои | T| DD. рах} 
EBp(z) Бро? 
G= 1,5-5,9), (1.16) 
Жс ШР a, N às 4， 由 于 we СКО, RY), О R> 0 充分 
JM, esc # =< l, 因而 有 


йш? 2 


| DD,u l'àx = |^ laline" 


ü 
Bacon 


Fh c ki sn, No à, AI dist(2, 00), 1, AH] ES M # X, 
M = suplu]. 

将 Du RODER Asn， 上 述 过 程 可 以 严密 化 并 得 到 
ІРА, „н dx < Сасово Gel,’ 0), 


| Üy. 
Bg 
z 


其 中 C 5А 无 关 , 因 而 可 得 HE Hi, (Q, R”); AEREE pE H 
L"(g, R”), D. WEA). 
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往 意 ,积分 等 起 (1.7) 是 有 意义 的 , 因为 在 C1.15) 和 (1.169) 中 将 
ЗАБИ q^, HOS + RAR. А Н Holder Ж, АТ: R ЗК АЛАН 
有 


| |] D: |х + | n! | D'u da 
Bpis?) Bgm 


«C| i раа selt + Dn Du] ds 
[aus 


m 


< +o, 
PEH, 
注 1.14， 在 自然 绩 构 条 人 御 下 ,如 果 e HN 二 《RM 是 (1.1) 
的 弱 解 ,但 «€ ССО, ВЗ), ЯБА ПАНА: 此 时 即使 系数 十 分 
XC. 也 不 一 定 属于 Hil, RY), WSA 52 gs. 


$2. 进一步 的 正则 性。 不 正则 的 例子 


现在 来 研究 缉 解 的 更 高 的 正则 性 ， 即 考察 ; 若 40, B, 更 光 
Е ДЕШ ЖОКИ? 说 得 极端 一 些 , 若 47, BET CU. WEE 
ETC? 

这 个 问题 可 以 归结 为 研究 当 HP. В, 属于 C” 时 弱 解 是 否 属 
T CUM CO < 8 < 1) 的 问题 .为 立 明 这 一 点 , 仍 以 下 面 的 简单 椭圆 
组 为 例 ， _ 

=D, A; Du) = 0 G=1,-- М), (2.1) 
假设 其 中 ALGO € COR, 45 СР) Ба 22 2|], A > 0。 现 在 


RTECS кє CCo, RY), 3E 2 8E E КШ ЙЯ ЖП 
情况 : 

G) 在 可 控制 的 结构 条 件 下 ,容易 证 明 we CoCa, RN), 5x 
上 ,下 定理 1.1 Ж 4 € Hii CO,RN) H Р,и 满足 


| AUD) Da Dun) Р pdx = 0, 
п "PB 
Ve € Hi(Q, RP), sptp c 9, (2.2) 
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td 48,6 С°, нє Сі, d 4346 0и(а)) € С°, rh Schauder T 


m 
iECSE Ж ЛИП De CH, mx 460и 0) € С", 9 
用 Schauder 理论 知 Dir e C"*,.--, АЕ T X. TH нє 
C"(Q, R, 

Gi) 在 自然 结构 条 件 下 也 可 以 证 明 кє Со, RY。 事实 
上 ,由 于 设 ue соо, R"), ЯД we HINZL*NC%X9, R”), BH 
此 由 定理 1.2 A wc НКО, R B. Du 满足 积分 恒等式 (1.7)， 
Яр НПО, R) HERA, Wa) d: — RE. 利用 
Schauder 理论 可 知 # ОЕ ШЕ НГЕ 4 光滑 性 的 挫 高 而 抬 高 ， 以 
至 于 达到 С”. 

对 于 一 般 的 散 度 丸 椭 圆 组 (I.1), 亦 有 类 似 的 结果 、 因 此 ， 研 
究 弱 解 的 更 高 的 正则 性 问题 ,就 妇 结 为 研究 当 Ar, B, ЎСЕ, 58 
解 是 否 属于 CU 的 问题 了 (对 撤 线 性 椭 医 组， 归结 为 研究 弱 解 是 
тат С АО), 

在 单个 方程 (N = 1) 的 情形 , 当 47, В, y: R ERE TS RR 
F Ct 的 问题 在 1957 年 由 De Giorgi 彻底 解决 (关于 De Giorgi 
的 定理 请 参看 第 四 章 ss 2 一 3)， 但 1957 年 以 后 ,许多 数学 家 想 推 
P De Giorgi 的 结果 到 方程 组 《N > 1) 的 情形 ， 却 没有 成 功 . 
虽然 许多 人 给 了 De Giorgi 定理 以 各 种 各 样 新 的 证 昌 ,但 这 些 新 
方法 中 仍 无 一 能 用 来 证 阴 台 > 工时 的 De Giorgi 定理 。 1968 年 
De Giorgi 自己 举 出 一 个 及 例 , 说 明 他 1957 年 证 明和 的 定理 实际 上 
# N > 1 ТЇН ЖАД ОТ. 

例 1 (De Giorgi, 1968), JE О = В(ОУС R^, N з= n 26 3, 
考虑 


n А? (урый, дах = 0, Vp € HB), RP, (2.3) 
NI 
其 中 


15 ЗАКС, a7 (x, w s Deya ASI, a a e DD Os: ШЖ (1.1) 2743089 ТЕН Ж 
a. 


ur 


AP) == 8.38 十 [e – DSa 十 x zita] 


х}? 
x [Ge 一 2)85 + n ziza] 
riti 
(G.j-10,,.2; 0.87 1,53 л), 
l, ag, 


0, í >< B, 
Ж, AF EL” COY., m. 


агне >) Erd 


хш „—{ 


"т 


2j iC — 25582 + т ыы 


i,acxl x1? 
PSI 
їн I ШЕННЕ ЕНЕ ERE J, (к) = | -下 是 (237 的 弱 解 , 却 无 界 ， 
其 中 
Т == 2 (1— [C2n — 2y + 11753, (2.4) 


首先 ;由 (2.4) 知 n— IY > 0, Aim 


I Lis, |? + | Da, | 1x 
A50) 


1 
= C | irt + pt gs = +o, 
ü 


HE =€ H(BC0D, R°), 
其 次 :容易 证 明 =, 满足 积分 等 式 {2.3), 事 实 土 ,wy 在 BON 
10} 中 属于 0? 且 在 古 执意 多 下 满足 
Р.С (a) Deui) = 0, (2.3)' 
J802.3 38 o € CRGO) RP), 然后 在 BRONS.) 上 积分 并 
分 部 积分 ,得 


| AAPO Deni D e de 
BnB 


— f. m! ATP GO Danh + cos(n,x, dS = 0, 
其 中 To 一 ire Rr = в}, {ЫШ 46 — 0 OM m. H 
.222 r 


(эу a — y — 1 > 0, Bf 
I. eo AS (x Dani cos (n, x, )dS| = Cet 71 — 0, 
TREO 
f, n APC Dont port — о, Уре CECI), RO. 


最 后 ,由 于 * 之 3 时 > 1， 所 以 wr XR 

这 个 例子 说 明 : De Giorgi 的 关于 系数 有 界 可 测 的 散 度 型 二 
阶 椭圆 型 方程 的 弱 解 必定 Hilder FESTER (N o 1) 
的 情形 是 不 成 立 的 ， 因 而 不 能 用 第 五 章 的 方法 去 研究 散 诬 型 非 线 
性 袜 圆 组 弱 解 的 6” 正则 性 。 

但 是 在 了 系数 充分 光 六 的 情况 下， 究竟 散 讼 型 非 线 性 椭圆 组 的 
弦 解 是 否 具 有 C^ 正则 性 ? 或 者 ， 散 度 型 拟 线 性 椭圆 组 的 弱 解 是 
FRA CU 正则 性 2 这 些 问题 从 例 1 中 仍然 找 不 到 答案 。 1968 
f£, E. Giusti 和 M. Miranda 将 De Giorgi 的 例子 作 了 一 些 履 
政 , 得 到 一 个 殴 度 型 拟 线性 烩 圆 组 的 例子 ,说 明了 上 述 问 题 的 答案 
是 否定 的 。 

14 2 (Giusti-Mirsnda, 1968), jt O- B,(0O)CR', N= 
s >> 3, 758 : 


| AS Qu)D ju D apid = 0, Vp € HICE(0), R°), (25) 
8,0) . 


其 中 
4 "Aa 
А? u) = 8; ва + [ва TE 
(ш) = буба n— 2 i ixl 
4 u'u” ] 
x Ba + — — —- ——— рц — 
[t c nr 
1, а = f£, 
` ss— 1 
这 里 as 0, a3 B, 


a ПЕДА, A DELE m Ej Н 4MGO EE s ЗС НТР 
Ek. (EI НАТА а) 一 isi (во), Ro) E (2.5) 的 组 


x| 
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解 , 却 不 连续 . 

还 可 以 举 出 其 系数 十 分 光 谓 但 其 弱 解 不 属于 Но, RN) 的 
BE ЗД ФЕ EE E АН ТЫ DIT. 
£63 (Nečas, 1972), i O = B,((0)C-R^, N = n > 5. Ж 


E 
m Af, DD Dag/dx = 0, Ve HBKO), RP), — (56) 


其 中 
4 f. u) = 8,58 


ir-i uil zr 
+e du uli Tx POPE ui Tad laps | 
VEL л › — Y)í(n — 2Y 
жш reje A) am LR ec de, 
AREH dt Gs EES El, MPs) 十分 光滑 ， 且 
- 一 р еҥ), к") (2.603888, BEM r > S 
н, и 不 属于 LBO), R. ` 
-BNE HUS PIT DERH HS АН БӨ S BU rE BUE [n] Ei 2: Lk: — Bit ##8 
[3187 35 2 S8 WE BJ 1E ШИЕ [e Ж ef £ ,读者 可 以 参看 [GQ]. 
因此 ，1968 年 以 后 , 一 方面 ,对 一 般 形式 的 散 魔 型 梢 圆 组 ,从 
C. B. Morey 开始 ， 研 究 红 解 的 所 请 “部 分 正则 性 兴 即 证 明 弱 解 
在 9 的 一 个 开 子 集 Q, 上 具有 CH 正则 性 ifi meas( QNG,) = 0). 
另 一 方面 ,对 特殊 形式 钓 权 圆 组 进行 具体 分 析 ,其 中 有 许多 顶 贺 组 
的 弱 解 从 具有 “处 处 正则 性 ", 例 如 可 以 参看 [HB]1. 
下 面 我 们 将 在 $3 和 $$ 4 一 5 中 分 别 介绍 对 一 般 形式 的 散 度 
型 精 画 组 研究 缉 解 部 分 正则 性 的 间接 方法 和 直 阅 方法 ， 


$3 研究 正则 性 的 饲 接 方法 


本 节 中 我 们 以 下 列 散 毫 型 拟 线性 槛 贺 组 为 例 来 介绍 研究 能 解 
的 部 分 正则 性 的 间接 方法 ,考虑 
Zo 


D AAFC мурашу 一 (333 
在 本 节 中 ,我 们 总 假设 当 (x, s) € Q X R” 时 ;有 


ATP(x, муа 2 А|Е|?, +> 0, (3.2) 
| AP, н) < A, (3.3) 
Am a. 4 为 常数 。 
我 们 要 证 明 的 主要 结果 是 


定理 31. 假设 Aleu) 满足 (3.2),(3.3), 且 -A8F(x, wy 在 
Ox R 上 一 至 连续 ,并 设 sé Mielh, RP). 是 (3.1) 的 弱 解 , 则 存 
EFE OQCO, { нє ССО, RY), Уй < à < 1, R. meas(QN 
2) = 0. 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我们 需要 店面 几 个 引 理 。 

引 理 3.2. (Caccioppoli Ж Жз), 设 «€ HO, RF) 是 
GORRE ARRA Ale AEG. 2),(3. 3), 则 对 Ya’ € 9, 
Vo, RO < o < R < dist(x*, 69)， 有 


| „1ри|ах < ПЕТ (34) 
Br 


mb T 
其 中 C = С(а, N, 1, A). 

这 个 引 理 可 以 和 第 八 章 定理 2.1 一 样 地 进行 证 明 ， 

引 理 3.3， 设 b 是 常数， 满足 sss als, 170, 
[| А (7,75-1,55, Аза, 1 n)a HEAR s E Н.П 
L'(B (023, R7) 满足 
| SfDauiDopidr = 0, Yg € CFCC), Е"), 


B,im 


则 存在 c 一 себп, Ns А, A)2> 1， 使 得 对 Ya:0 <a < 1, E 
DOO, p) =< cop! (0 , P (3.5) 


xh eto. m rl, ‚шд nsn 


Ht, MELOS 


这 个 引 理 可 以 和 第 九 意 引 理 1.2 中 估计 式 (2.5) 一 样 地 进行 证 
BB, 
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5139 3.4, qim. 
1° ак) Cisi == 1...  N;ie 8 == Mum k m 1,2, --) 
满足 

aas GOELES АЕР, Ас> 0, (3.6) 
аю € ТС В.О), [atl < A, (3.7) 
I А» co Ff, а аб) — aff, a. e. x € B (90), (38) 

` TH. а (е) 也 满足 (3.6),(3.7); 

29 uw, € HI Y L'(B,(0), RV) 满足 


Aus Ф) af, a ROGO Dp Dp! dz 一 0 《天 = 1, 2, ° DP 


Vo € C; CBIC0), R), : (3.9) 
mH £ — co 时 n 
| иаи (Œ ECB), R") asilo. . (340) 
Wr uc Ні, С В, (0), R” EX Wp:0 <р <1, 有 子 列 Und R 
TB: E ki — 0 时 


{е >u (E LXB,(0), RP) циг), YT 
D Du (QE 186,00), Ке) mags o, ` 
mA,” 还 满足 
абра |, afG)DanD p'a — o | 
Уф СЕВ 0), В»), | (3.12) 


证 明 ， 由 引 理 3.2 和 (3.10) 知 对 Yp:0 <p <1, A 
c A 
ath Р dz zm, (3.13) 
其 中 C E XVII Gu 在 ECBO), К) т-а. 于 
ЖЕН! ККА ЗЕНА {ж} 有 子 列 Geb 满足 (3.11)。 
现在 来 证 (3.12)， 
对 vpe CrO) К"), RNA 
Alus p) = Alu 一 Uis Ф) + AK tirs p) : 
= A(u— His Ф) + ECT Ф) Ut Абак ph (3.14) 
*2267 


| | Du, l'dx «< 
в 6 


MERE RDR, Mee 的 支 集 sptp 己 B,C0)， 于 是 由 (3.11) 
Д] Alu 一 Mis q)—0, 3 А со 时 ,此 外 
| Аби,» p) 一 Au Ф)] 
i 
«cC (| ач) (|, , Du us). 
F1G.7), 03.8), (3.13) 4124 Ki — eo Е, 8 
AG P) 一 Аби, ф) 0. 
因此 在 (3.14) 中 令 Ау оо, HS C.125, 
定理 3. 的 证 明 。 我 们 将 证 明 分 为 两 步 。 
第 一 步 : 证 明 对 Yr:0 <r <1, WEE Ru 一 Rs я, N 
A) > 0 Ж Бо = & (7, n, N, A) > 0, 使 得 如 果 «eH, R") 是 
《3.1) 的 弱 解 且 对 某 个 x € Q Sud 0 < R < R Adista, 
80) RE 


QC, R) < ві, 
BAKA mE 
: Px, rR) =< lert, R), 
其 中 eG R) = R| a lG) — нома 代表 在 BG) 上 
HE PA PARIR”, с, 是 (3.5) 中 的 常数 , 记号。 A b 表示 
minfa, b). | | 
我 们 用 间接 方法 ( 即 反 证 法 ?来 证 明 这 个 结论 .假若 这 结论 不 
真 ,那么 必 存 在 7:9 ст, HEEXE(xO)CO. Е, 0 和 sk 一 
AL 还 存在 (3.1) 的 弱 解 序列 {wx}， 使 
i qx, R4) -— 8i 
QU, тЁ,) m Reor 551, 
其 中 07 | 
QUCx,, RD = R|. ao | G) СРЕ А | 
现在 把 x. 平移 到 原点 0， 并 作 相 似 变 换 将 某 些 量规 范 化 《 通 


常 称 这 种 技巧 为 blow-up 技巧 ): 
х= x, + Ray, 
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I uy (x4 + Ray) — C7 A | 
Gm TELAM, 
则 容易 验 评 ve 有 下 列 性 质 : 


Gu); rjr Rk — Gau, RE 


G) (Pp. = = — 
Gi) (eza = 0, 
(ш) Peo, 1) А n 09 — Соода у = ty 
(iv) PD, r) > Ze, 
(v) e, € H'( B,(0), R") WE 
j. АО + Rays San G0 + Gn a DAD! dy — 0, 


Ve € CTCB,C0) , RP). 
因此 ,一 方面 ,由 s, 的 性 质 GD, (111) A е [в arr = 1, 
因而 {v4} 有 于 列 , 不 妨 仍 记 作 inb 5 kom. | 
vio CE L CB CO RY) шг), (3.15) 


又 由 
aM пев Ту — l-> 0, эщ III 


Al [s,e 2E AFF], 不 坊 仍 记 作 {ебу}, BE В ‚оу Фл 

Ы 0, 6 | 

biko m Axis Сн) вр). 
由 (3.2) ,C3.3) 知 

b ELE 2 А|Е|!, 177 0, . (3.16) 

IAN eR A, ` (3.17) 
AERE b 和 i$) СКЕН MA 使 得当 
k — со 时 有 

brin P, 
H. BU р 4(3.16),(3.17), 又 由 于 AW u) 在 ° x RY + 
一 致 连续 ， y &-> оо RJ 
А Cx, + Ку, Eara Cy) + CREME, — bu 
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| а. e. y € B,(02. 
于 是 由 (3.15) 和 wi 的 性质 (9), 利 用 引 理 3.4， 知 v € Н.б В,(0), 
R"), В Yp:0 e « 1, (oy) AFA, 不 妨 仍 记 作 400), È 
有 下 列 性 质 ; 

v,—v GCE E'(B,(0), Б”) Ө), 

Dr 一 Do 《在 L'(B,(0), RP) та), 
Н. » ўа 

NEL = 0, Vo € СРСВ,(0), RP), 
РАЈЕ НЕЕ 3.3 知 ,对 Yr:0 < r < 1, 有 

FCO, т) < ea^ W(0, 1). (3.18) 
另 一 方面 ,由 vy 的 人 性质 Civ) 知 


r Í lo (y) — (or dy > 227°, (3.19) 
B0 


而 由 引 理 3.4 和 (3.15) 知 ,当天 一 oo 时 
7 0 《在 L'(B.(02, RN) Ф), 
t (XE БЕС ВС), R”) с). 
ER 2e(3.19)rh 4 k — со 取 极 限 ,可 得 
T0, r) = f, uro — ыу > Ze’, (3.20) 


此 外 ,利用 L: ўс FS Qk hb ТЕЗЕ EA 


АС" liminflealiixco ava; 一 1， 
因此 有 | 
"U(0, 1) < 1. (3.21) 
Hi(3.20),(3.21)8 mE 
Фо, r) 22 Ze (0, 1), (3.22) 


XH1(.20)58 W(0, т) + 0, 13.22) 53 (3.187 8. 

第 二 步 : 证 月 存在 开 集 C2, 使 ue Ci COS, RD)，Y6I0< 
5 < 1, H meas( QVQ,) — 0. 

为 此 ,对 Va e (0, 1), 28 z€ (0, 1), 使 
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2 e 一 v5, 
其 中 ce 仍 是 (3.5) 中 的 常数 。 于 是 由 第 一 步 知 : 若 * 是 (3.1) 的 器 
ЖЕ, Дре vac (0, 1), 存在 Къ 一 Rin, N, dcooB) > 0 # z, = 
s (m, N, A, су, D) > 0, 使 得 如 果 对 基 个 л € ЯП R RIA 
dist( x°, 00), Ж 
Qi, R) < si, 
则 对 这 个 х ОХИ R, 必 有 
Plr, rR) = 2с,г\Ф(а°, R) 
== rž, В), 
进行 迭代 ,得 | 
pir, TR) rt, В), 
由 于 对 Yp:9 < o < Е, ТЕЗЕ К, SE 
HR ox r*R, 
AUR 


es o) m |. иб) — ме |» 


(ula) — ua, riel da 
BG rie . 


< (тут ( 

«cr "p( x, тіру rr), R) 

дт” (£y PL, К), 
这 表明 ， MEHET =€ O Xu R < R.A dist(2, 697， 有 
PCr, R) < 85, ШЧ Yp:0 < a< R, 有 

р N (Я 
eG о) < c (S) ec к), 
其 中 C = C(s, N, 1, А, 5). 
由 于 Plr, Е) Жл рб Р, dr єй, H O, 

К) <=, ШЕЕ x ПОБ B.G), ENH x€ BO) 
有 ， 7 
ex, R) < ei, 
Eli x€B,G 和 任意 p:9 < oe < R, 有 
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Pas о) < С (2) (x, К), 


n (x) lC) i же,» = 
r P #+28 1 
=< C (— |) 一 и.к dzs 
R Bni) 


其 中 Ç = C(n, N, À, А, 8)，。 由 此 及 第 九 章 定理 1.5 知 
z € C (B.C), RY), 
现在 ,对 于 上 述 由 任 给 的 8€(0,1) 而 得 至 的 R 一 Ra, 
N, 1, A, 8) Ж Eo = &(n, N, 1, 4,8), 令 
О, {2601 对 基 个 R < R,, 8 ФО, R) < sü] 
MU Ə, BA REPE E: 
(1) 00, 0 是 开 集 ， 
Gi) «€ CUZCO, RP), 
(Gi) meas(QVQ,) 一 0， 事实 上 ;出 Poincaré 不 等 式 知 
R” {, ше (ule) — а, pl 205 = cg | IDs dz, 
gU Врба) 
而 由 Lebesgue 微分 定理 知 对 a. e. Z€ Q, = 
Бю ор" |, un Риа 一 [Du x)? < +o, 


R0 


[4 
lim R^* | NTC 一 ut pl dx = D, 
R= By) 


央 此 ,对 a е. x € Q ЯП Vo e (0, 1)， 对 上 述 RC) Я e QD, 88 


存在 R < Re dh 
eG", К) m R| |ба) ни в}, 
Врх} 


因而 Ze, 这 表明 meas(QNQ,) — 0, 
Qv) ©, 与 8 无关， 事实 上 ?可 以 证 明 当 且 仅 当 


lminfp ” | „ 1б) 一 Ret pl dx == 0 
FEST BG 1 


时 ае д, [2924 
Нтіпёр " | MEORUM dx = 0 
eh Bs 1 
时 ,一定 存在 及 < Rs 使， 
R- ‚ Juls) 一 wo pl de << Bay 
Врагу 
à хє. II. кєр, 时, 存在 R < OR. fd 
к | Гак) 一 нао вх < в. 
Ерік?) 
| e" f, ol ux) 一 us, lI d 
ev v. EN 
«c(£Y s, cuo а 
国定 R, $ о 0, dd 
liminfp * | 
Li 
定理 3.1 ПЕЕВ, 
注 3.1。 利用 Poincaré 不 等 式 和 Caccioppoli 不 等 式 还 可 以 


Га (z) 一 м.о, I dx == 0, 


n 
B) 


Wr BH 


2, = [re 2l imiat ø= | (Dula) ае = о}. 
CET] B) 


$4. 反 向 Holder 不 等 式 和 Dx 的 L 估计 


我 们 知道 ;如果 «€ LOD, p >q 22 1, ЗАН Hilder Ж 
等 式 可 得 
Vlr, S Chalreo,, 
其 中 C = C, g, SD. EBZ WERU: g >p, SB. 一 般 
讲 , 此 不 等 式 就 不 成 立 了 。 不 过 ,在 前 面 我 们 也 过 到 过 9 PB 
J, 第 四 章 定理 1.4 中 的 Harnack 不 等 式 就 是 一 例 。， 这 表明 在 某 
些 情 况 下 反 向 Hilde 不 等 式 也 会 成 立 ， 而 且 以 后 我 们 会 看 到 ， 


MER 


ЕЗ ТЕЕ АУЕЗ CA E = w FH. 
定理 4.1 (Ын Holder 不 等 式 )， i BÆR АЧФ, Ж 
19 z220,zg6€ L'(B5,9 7 15 ро 0, РЕ ГСВ), r >g; 
29 对 wzcB 和 VR; 0—< R < dist(3*,0B) A Rs, Н 


Tut = В [$ gas] + f „fds + e NAP 

F .J Bgtz") Врх) Bpis”) 

其 中 Re Б, 9 ЖО. b> 1, R>0, 0 < 08—< 1, 

Ш ЕОС > 0, Ë 
вЄІР СВ), рє [9,4 + =), 

而 且 对 wWBacB, R< R, Ж 


с, nn + E, па) 
TT Б, 9, я, asra T Bs 和 Ba 是 同心 球 ， 


关于 这 个 定 班 的 证 明 , 请 参看 附录 :或 [GQ] 

下 面 我 们 利用 定理 4.1 来 证 明 短 圆 组 的 弱 解 在 一 定 条 件 下 属 
于 Wr, pl 2, AERAR RR PR 06 UE CER БЕЛТ DOS IN ZB. 

定理 4.2. Ж 

19 A (a) 满足 

АЁ EB AE 120; AE LC, | AP] < A; 

2? «€ H(Q, RP) WE 


NOTE ide = 0, Ype HKO, RD, — (41) 
则 存在 po 2, 59 |Deje 1680), MENER Вас, 有 
|}, LAA «c (Я | Du ах А (42) 
Ë R 
其 中 和 依赖 于 п, N. 4, A, 


证 明 . 对 YBCO, Vx B, VR; 0 < R < ізба, OB), 
由 Caccioppoli 不 等 式 ( 第 八 章 定理 2.1) 知 . 


C 
23 < ©. — ug|*dx 4.3 
fran 2“ д: < 2 NN u — ug|'dx, (4.3) 
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其 中 C = C(n, N,2, A), “=Í 


a и 
Врх) 


在 Sobolev-Poincaré 不 等 式 ? 中 取 q = = 5» ә = и, 则 有 
" ' 


+1 


JH onc » [ec [f ost]. o 
НЕ" 去 除 此 不 等 式 得 
-ti 


MALI Iu ірина ] 52 E 


其 中 C = C(n, N, 2, A). 
现在 ,在 定理 4.1 中 取 g ри, = 202, #0, 
8 一 6， 则 可 推 知 
[Dal F e LCD), Vre |72, 02 + sl, 


而 且 对 YBrCB, 有 


1) Sebolev-Poincaré R&A, jt re Wot Brda 156 «2, Ш e&€LP(Bg), 
= ла 
?一 < е? 而 且 有 


Im [> 一 ра] xc TALOK ， 
其 中 va = f, odr СЕ ШР п, в. 
ШНА. 对 于 只 一 1 的 情形 > 由 Sobolev RAEN 
Be — вв Пову ССт) |o — ов, ws ens 
其 中 va, =Ñ, vds, їн Poincaré AS XI 
iv — css hinapit in IPs 


联合 此 二 不 等 式 笃 有 所 要 结果 . 对 于 民 为 任意 正 数 的 情形 ， —Ó" 
HX R—YNI. 
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| 2nr | ‚ 
== , T = 
4p "4-2 Wp > 2 EL 


A 
3 


[}, [Duja < с ILL ， 


其 中 C — CCa, NN,4, 4)， 定 理 得 证 . 
须要 注意 的 是 ,定理 4.2 中 的 ?不 能 任意 大 , 请 参看 下 面 的 例 
+. 
fj (N. G. Meyers, 1963). iE N = 1, m= 2, O = B,(0), 
A 
Cau, + buy). + Chu, + сиу), = 0, (x, y)€ BCO), (4.5) 
其 中 
a= 1— (101—294, 
= — „2 xy 
b (1 B 13 + ү? 
emicuit 
这 里 pe (о, D 是 固定 常数 。 容易 验证 系数 短 阵 D=" °) 
的 特征 值 是 必 和 1. 可 以 证 明 函数 
иб y) m «(+ y) 
зано, н ` 


[Du] € LB), 26р 2 z 


但 是 {чаду = 十 oo。 因此 只 当 2 < >< 
ID«| € ECBO), GEM и-> ой}, Р» 2。 
SUEZ ERER RA 
—D,A?(x, u, Du) + Bi(x, e, Du) = 0 
Gi= 1,- AD. (4.6) 
AUR. 47, В, 满足 可 控制 的 结构 条 件 的 宵 形 ， 


2 
1— в 


X32843. Ub. B, W E F| HE EO Н ZR ВЕ: 
Ax,n,p)p.zeaiipl—aAls'—PGO, (4.2) 


(Are, u, 02] АСР + 117 + 100), 

| Вх, ш, p)| < ACIPY I YD + |н] + FG), 
其 中 4, А, A Ek, r 一 2" GIN n> 2, r = LPs 
s= 2, 2« r< 00), fa fi 2 б}, f? € L'(0),0 > 2, ] € 
Со, RN) E (4.6) E5883. 则 存 
fE PI, е и Со, КУ). 而且 对 任意 同心 球 B, C BaC OQ, 
MO R< R 时 ,有 

if. r Our ри)? 


«cll. С] | + | Du ina] 
+ [E +11965)? 
saan] ө» 


Ep [= (F>, 7 一 00. CRT n, N, А, A, Л; PRT n, 
М, 1,A, A, m, $5 R, Kh" a, 

证 明 ， 对 VBC O, Vet €e B, YR: 0 < R < dist, 0B), Æ 
XR {к AX 


|, L4?(x, 4, DDD + Вх, u, Dujo ldr = 0, 


Vp € Hi(2, RV) 
中 取 p= 10и — ик), ЖОН лє Cre) 是 截断 函数 : 
0<5у<1 (在 Bet) E), n = 1 GE B G) Е), 


|D] < с. (4.10) 
二 是 有 
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| s? AFC, и, Ри} Бн! dx 
BR 
= -{ Da * (i5 в) АКЕ, u, Du)de 
г Вр 
一 | y — uk) Bi(x , н, Du)dx, 
Bg 


由 结构 条 件 (4.7), (4.8208 
J s! Du |24х < A|. KINDS NL 
*A| 2g] Da] + |а — яр) * | Dul dx 
Hg 


as | Dyl + |u — ug] * ul? dx 
R 


2g| Dni + (u — wal * (Нах 
Bg 


+ À, 


Вр 


Yu — up| б l|" dx 


| 
И |н — ак ° риа 
жа (л 


+ af nla — ик! ° HUA (4.11) 
Ер 


为 确定 起 见 ,我 们 考虑 n > 2 的 情形 。 此 时 ， -, 2(1— 
lj. 22 ,— 1 一 卫士 二 .利用 Halder 不 等 式 和 Sobolev 
rj n п — 2 


Poincaré 不 等 式 ,我 们 得 到 
ND — ug] * |f ix 
«lecta pt 


LEX 


«col. риа, а) 


<el, | Du |7 dx + ©®®. IN тае, 


\ ifla — ng] * || dx 
BR | 
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fae la — ыы 


=< n — 2 
2n 


LASER 
= | vs — us] = ]l«|*7?2x 


=< 


LE 


22e 
| ls — up| "” 2 dx + 
BR As 


zn 
| || *714х 
BR 
= in 
< | Duas] + c | Iu]? 74x, 
BR " 
iX 
Í flu — uel + 1ри| 2» 
BR 
=Í y ja — к] в | Dui = dz 
Bg 
<) |u — wa] || | Du|'dx 
Bg > 


я +2 


<c ||, ipsa] 
BR 


kz 


2n 
Í lulde | PLZ 
Бр ‚к | 
Za ЕЧ _ 
«c | [а — up| de + C | PLE 
Bp " 


"x 


=< C f риа} + CR i а а |, 
dg n 


< С [fp Dula] + сіва + 


КЕЛ - ја — ug) * | Dz | dx 


1 


2 2 € | _ ‚ 
<e | al Du [Pdz + ep "UL tig | dx 


=+ 


1 z 23i ze Е 
TIN 9! | Du |?*dx + в R: L. dx , 


R 
t 
j 2m| Рэ] * {# — ugl . |u| Zdr 
R 


-Í 290 Da ° | — ugl * jn] Tda 
Bg 
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<c| tame С | аара 
ed бена 
+ |), iore], 
озар» le l - Hae 
< f. ак + Е |, 1e T ач 
« N [мє + E NITE 


将 这 些 估计 式 代 人 C4.11) 并 在 其 两 端 加 上 |， lo] ae, 88s 
‚ XHERG > 0, 有 


|, patt + Isis < S [Listas] 
y 
+ cg"[ irte 


TC {+ [| peres] T m ТАРН 
х | Ips + с | CU + e 11926, 
其 中 A= [| 117522] pr, CRIT ss N, 2, А, A fa, 
由 Lebesgue ЖАЛУ НЧА] EHER R — 0 时 
| Du dz — 0, 


P TESI BOR AA (к, 与 # 535), пунш R < А 
有 


|, (Dul* + fat" уд, 
`$ 


<€ | sena] он ЫЛ 


+J Í| Duarte arte B+ ibas, 
2 JER BR 


两 端 险 以 R"， 得 
f [| Du]: + |u|*77]22 


«cj, | Dul” eas +c ||, арта 8 
+j, риф + ci СА + iji? + È| Jda 
< c m (|Du|**7 T PLE Kap aka 


TC [.. CHP + | + IF Jde + iE | Du |222, 


在 定理 4.1 中 联 Ku uni g= EN 


f 为 《| 在 И р), 
使 


f, upa РЕ. - 


< c {[{ apu uit oes [7 
+ [E ame теа 


令 p=. I Bl EE "tz 知 p> 2, (BA 


{| O Dale + Do 


4 
< c {арар ja ar] 
+ [f Ofe dne a cam 
BE | IP leda 用 子 的 积分 来 估计 : 
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Р рп U 

opa 

. Вр E 
Ps Таза 

« cni |I diae, 


Bü 


m ` a 
} Baz jb angu 
Bg Ер 


因此 
[mad e cuf, nts 
于 是 , 当 R < R 时 , 便 丰 
рија 
5 


«clli (4 Du| |1 уа 


ds} 
p 
+ n (И + а 


+ R чаа . TE, 


Kuh c 依赖 于 n. М, 1, A, A; Ru RAT и: Р ВТ а, N.a, 
A, A 外 ， пентан, ПЕЛИ Пыр? 


有 意义 ， 应 有 Pae H ~ m <, BU p< A: 
ІХ 8k L2 时 所 要 正明 的 结果 . n= 2 的 情形 ， 作 为 练 
习 请 读者 自已 证 明 , 也 可 以 参看 [601], 
用 类 己 的 方法 ,可 以 证 明 
定理 43. Z 47, B; 满足 
Ах, n, P)pL zo 2| pP — PG), f 
HSA Ws Hi EET Tf, 
[Biz и, Ру «АСР + Go), 
ROPA, А, 是正 常数 ，r 20 OS em 2N. rn LI, 
и == 2], 2 = r< +00), Ffi = 0, f, H € LQ), g l2, 
е (0), s> — o. XB нє (O, ВР) & (46) ВЕ. 


+7 
—— 


itle 


则 存在 p> 2, ие СО, RN)， 而 且 对 任意 同心 球 B G: 
BIC QO, ET R < Ri 时 有 


{гы} 


T 
3 š 2 2 
« c (lt, ipu às | + l5. (P + I tax] 
к, nt]. 
其 中 1 — OD. ї= Ф), C k wah F н; N, 1, A, Ay; p Ik ih п, 
N.1, A. Л, с, 5 R, ЯР м. 
现在 考虑 在 自然 结构 条 忻 下 , ЗЕРЕН (4.6 E EP BS 
Lr 估计 ,pp 之 2. 
定理 本 4。 假设 : 
1° Ej |a| < M 时 
A?(x, u, рур > NIF — РС), (4.13) 
[Hier es m < Ail + fF), 
1BiCx, s, 2) =< A|p| + f(x), 
HH, A, A ВУМЕН PG fof 20, I FELO), 
e> 2, fie L'(Q), +> 1; 
2° z€ ENLO, RP) 满足 


1 
, 


(4.14) 


| us, и, Ри)рарі + Вх, u, Dui)q!1dx = 0, 


Уфе Н\П L"(Q, R”); (4.15) 
3? 2AM < 4. 

MWEE P > 2, 使 we WEC, RY), 且 对 任意 同心 球 BIC BIC 

Q, ҖАЙ 


d saa] < cl, inr 


+f ane m e fas], (4.16) 
其 中 于 一 GD, Р (0; CRMT а, Мз, А, A M; РИ 
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ЖЕ а, N.A. A, 4, M 以 外 还 与 o,:， 有关， 
证 明 。 对 VBCO, Yete B, VR; 0 < R < disle’, OB), 


在 积分 恰 等 式 (4.15) 中 取 p == (n 一 up), Am g€ Cr CBa(x)) 
WEC. 10), 于 是 有 


j E (х,и, Онур uda 
Bpix > 
一 -as 294 x,u,Du)(u — uk) Dnadx 


= | BG, Du) — ирак, 
RIF EM ECAI), (4.14), 48 


L|, nipa < | paz 
END * |u ug| ° ÍDu]Zx 
+ |, мр1 ` lu — nal ае 
|та Пах 


+A n т\н ир)" |Du|'dx, (4.175 
х : А 
ЖЇН Cauchy ЖАПАР ВИНИ, ЭЕ 
| j. 24103] + Ju — ик] © 1Du|da 


<j. vipapas + € L|. pl“ T mans 
|, 2al Dal ` lu — wel 1а 

<| tiae © | ls — luz, 

8р Bg ` 
[remm Illa < zb ias, 

By Bg 

Í Wm — wa] ° риа < 2м 1 | Du|'dx, 
Bg 85 
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将 这 些 估 计 式 代 人 (4.17), 并 利用 Sobolev-Poincaré 不 等 式 ,得 


:| троа < QAM + вл) | n| Du |*dzx 
Hg BR 


+ A || ГДЕ 1s 
E R: Hp 


+ |, Gina жом as 
由 假设 3° 知 4 一 2AM 20, WE s= G — 2AMO/2A E8 


in LES 
| n| Dul dx =š С 全 i | Da] эы] 
Bk | . R: BR 


AMNIS LIUIUS 
其 中 C = Cn, N, às A, A, М). 将 此 不 等 式 两 端 除 以 R*， 得 


in "+: 
Í рија =< С ifi ријата 5 
Bg Bg 
* 


+Í, f+ II + Das, 
然后 ,和 定理 4.3 类 似 , 应 用 定理 4.1、 即 可 得 所 要 结果 ， 
EA, EXE 4.4 中 的 条 件 3° (BD 24M < 1) 是 不 能 随便 去 
掉 的 ,但 是 否 可 以 减弱 为 AM << л? 这 是 一 个 尚未 解决 的 问题 ,有 
例子 说 明 恕 果 不 满 足 AM < +， 定理 4.4 不 成 立 ， 请 参看 [HB], 
(GQ11, 
注 4.2， 如 果 在 定理 44 ОНС UE C14) 108809 
fc e PE АСМ ERG uy 
(Bx, zs Р < ACID I PII + GO, 
其 中 з ЖЕ ЛЕ, WARE 3° 是 可 以 去 控 的 (这 时 我 们 仍 在 
ENL”, RP) 中 寻找 弱 解 )、 事 实 上 ,这 时 不 等 式 (4.17) 变 为 
‚| рија 0 
BR 


<| race M|, 2alDnl а — url ° [Dal dx 
Bg ` -Bg 


+ | 2x| Da | * |» — «zi * |]|4х 
BR 
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+ |a 一 wg] * ИР" | 
+A |, yl» — ик], |Юн|!7#4х, (4ATY 
此 不 等 式 右 端 最 后 一 项 可 估计 如 下 : 

|, ta 一 如 | * | Du|*^*dx 
«receta 
=< CM) In и — наах |! IN [РЇ pas] 

=< CCM) [a W риа}? ll. Dus" A 
= CCR Diaz, 


(4.17) ЈА, 5 R < R, 时 ,有 估计 式 
H : x 
NNL [ме < c || 
т 


[ри па 
Bg 


— LEGGE 1 
| Du] | Тя 
Bg) 


2 Z| 1 1 
+ с bes (P + IP 1а + 二 Pe dx, 
其 中 R RHF M, ó. 然后 应 用 定理 4.1, ИЕЛЕ p > 2d 
ЖЖ] vVBRCO,  |Dwje L'(Byg), 这 里 Ba 与 Bs 是 同心 球 。 


$5. 研究 正则 性 的 直接 方法 


本 节 以 下 列 拱 线性 笨 贺 组 为 例 来 介绍 研究 弱 解 的 部 分 正则 性 
BJE HE UE. ЖЕ 
DLAC , »)D4u) == —D.f?(G + f 


G= 1,--., N) (5.1) 
在 本 节 中 我 们 总 假设 当 (x,w)€ Q x К" 时 ,有 
Af, uggi ZEE ¿> 0, (5.2) 
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4005, м) < À 
(а, 8 l,::*,. n; iim lpr, N), (5.3) 
Ял, лу, 

ERS (SR Сх, н) e (5.2), (5.3), Н (к,и) Ж 
Ох" b-ag, pe L'(0), роп, Fe LO), > 2 
(n > 2), 并 设 нен, (0, RN) EG.) 6958 fet, WENE O,— 
0, #кє СЫ (ОН), Ruh s min(i— F, 2—2), Н 

Р 4 
meas( 0\0) = 0. 

证 明 。 我 们 将 这 个 定理 的 证 明 分 为 二 步 。 

第 一 步 ; 证 明 对 VOCCO, Ve €e й, Vo, R. 0 < p< R< 
dist( Q, OO) A R,, Ж 


| | Du | de 
Bam 


« с[(2у + хек) || „Трих + СЕ", (5.4) 


其 中 8 — min (1 “су, 2 一 三 )， C PCT v, М, л, А, Р, 9, 
dis(Ó, әд), (flo, ПРП, 而 了 GD, F= (Н), HR xC, 
в) = o (n + we. [ри] =), z> 2, o0) JE— 4-3 


续 、 有 界 , 非 负 、 单 调 增 的 是 瑞 数 ，R, 二 1 ун A, 
为 此 , 对 Yee б, VR; 0 < R < dist( 0,00) A 1, Bit v 为 
Т] Dirichiet 问题 的 解 ; 


| 2 AT , ug) Dar Dep de = 0, Ype НОВ G), R"), 
Bor 


g 
| 9 —u€ НСВ, (х), RP), 
由 于 "满足 的 是 常 系数 齐 次 椭圆 组 ， 故 De DIS АЙСЕН 
区 组 ,因此 由 第 九 章 引 理 2.2 中 的 估计 式 (2.4) 知 ,对 Vo 二 Еж 
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| Dv [52 < c(2y]. , | Dv |'2x , (3.5) 
NE 
T 


joues 
4 ш == н — v, WA 
| |Du| dx 
By) 


=< С (2) | Daliex + С Í 2 ] dx, (5.6) 
R B gx Bu 
2 


н C = С(п, N, А, A, dist(Ó, 00)), 现在 我 们 来 估计 


— м. 


|220 |25. 由 于 we НСВ), RY) 满足 


2 
Bg) 


j «РС, up) Dewi Dp de 
B pu) 
T 


[A (35, ug) 一 А?С(х, 2] Dj! D pt ах 
2 


+Í UD. брая, 
B (x! 


Rí 
T 
Vp€ Hi(B aia’), ВХ), 
2 
KERRE p= w, п 
| , | Dw dx 
ag 
«c | 
BU 
3 


+c | 


x[f, 


EJAS CE, u) — АО, OPE Du гах 


ах + || „гг? 


Beo BU 
z 


i 
g ? 


— 1 
|”. (5.7) 
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Ha е = 2* (Bib яо 26, += 


" M n = 2 р, 2 = +< 
+0), ЖЕНЕ, RIAA " > 2 的 情形 , n = 2 的 情形 
留 给 读者 作为 练习 。 这 时 利用 Sobolev RAEE, A 


||, Т ||, nme pt 
ga? 5, 
-li, Q^ ema [f " та 


кенер, анвар 


Bg 


T 


«sj | Dw |"dx + £- E, taj” 


geh 
x= 


将 此 代 人 (5.7), 并 取 в = FE 则 得 


| | D| dz 
got . 


<c] 


BK 
z: 


у(х, н) — 4A%(9. не) |?) Du | dx 


НЫ "get, 5.8 
+} s йге + cll, а (5.8) 
其 中 C = C(n, N, 1). 
利用 Holder 不 等 式 , 易 得 


| fae Инша", 
gu 
| И raa E < Mron R 77679. 
вве | 
现在 来 估计 不 等 式 (5.8) 右 端 第 一 项 。 由 于 А (х, a) £ 0x 


Rn” 上 有 界 、 一 致 连续 ， 故 存在 一 个 连续 有 界 非 负 的 单调 增 函 数 
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e), ERER х, yE Q EBR a, v€ RN, UN 
С, н) — РОУ, e)| CI — y|? + | v1, 
而 且 c0) = 0. ЖЬ, RITKE oO 是 四 函数 ， 因 为 如 果 
ас) 是 具有 上 述 姓 质 的 函数 ,但 不 一 定 四 ,那么 取 
0962) == inf[1G2] ERRA, 200) 22 aG), 
Д] oG) RERA E MRE Rane. FE БИЕШ 


| EbefGs a) — А (а, sa) PE Dude 
Roh 
<c] WCR + |u — ugl O Du|'2x, 
gen 
将 此 代入 (5.8), 便 得 到 
| | D: |: dx 
"Bk 
«c | «(RI + |u — ug | D] ри |225 + CR, (5.9) 
BRED . 


R 
2 


其 中 8 - min (1—4, 2—5), СФР n, N, А, ие, Wer. 

现在 来 估计 (5.9) 右 端 第 一 项 。 首 先 由 定理 4.3 知 存在 g> 2 
使 Dul € Lie(9)， 且 对 任意 ВЕСВаСО, 4 R < R. 时 有 估 
计 


i ри < c a | Dalas] + 5. [fias] 


тии: 


其 中 29 (n>a r= =. м n — 2 $ r 4—1 


分 大 的 实数 ,使 g> > 1), CCC, N, 1, A), ооб, 
N. 4, A, P. q), Ro ЖТ и, 
其 次 利用 Holder 不 等 式 和 上 述 估计 可 得 
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| cll Du | ax 
Bg on 


Е 2 NM MEE 
= I рија} II ortas 7 
Bg BRED 


< СЕ paltas + m (feas 


T е 1 та ар > 
因而 有 


Í CR? |u — ив |2) |. Du|*2x 
Bg tx 中 


= CR кы | Dul*dx fi. gras 


z 1 — = 
ecl, ire] a 
Врх) Врх?) 


= e. dr mo jz 
+ св?" H Паге r {| w7 as] = 
иі!) Bg ru) 
== [ + IL + HII, (5.10) 
由 Jensen + SEAT 
| OCR? + |а 一 ug Oda 


* Bet 


1) Jensen 不 等 式 ， 设 oe RR ANAA, ELCO) ШШ 


тат Jo eem (4L. fa 1022). 


шал. 令 Ў= т], fo). Fo RNE, ВЕЗНИ m S Tw 


Xo. 
e(s)szm(z — Буз аР), x cR, 
因而 有 
e fsy))smCRG) — P) + od). ae жє 0. 
将 此 未 等 起 两 端 在 上 上 对 上 积分 ,得 
[ocio m [Ке — Pdr (f )101 = eh) aj, 
ВВ |@\| „БИТДИ, 
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to (к + í ; Іа 一 «Pa 


Врх ) 


ES e 的 有 界 性 ,利用 Jensen 不 等 式 和 Poincaré 不 等 式 ， 


可 得 
[ = je-i 
i<c | риа 1 "E 7. 
вс) вра?) 
| == 
= б | [Du |* gz fi oR? + |s 一 winds = 
нр) "Bax! 
==: 
« Co 7 (e " \ PEE 2172) IDulidx 
врх?) Egia 


2-37 
= Co * GE + gi Duas) | Dv |?dx. 
врба?) Врх) 


至 于 П, Ш 两 项 ， 利 用 Holder PERH o RUF RES AM SEI 


^ usc NA If lodz } t " ara F 
< M. „|; FR p д") 
R » 


c в", 


1900, һем, Ë 


E zr. 3-3 Q3. #1 
HI = CR: е | n fas r 1 wë Tda) 7 
Bpi B gtsPh | 


z De 1e=z 
Has |o untur 
` ва? 


<се | 
A 


вра › 


E MN EE 


现在 将 1 IL, HI 的 估计 代入 (5.10) 得 
|а t 1а url?) раак 
je 


—7 
< Co 7 (r + Ref Ри мах) ри Рах 
B qa) Bg 
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+ СВ» 250, (5.11) ` 
ЖҚА (5.9), 


s= 
(Dæ dro ° (r -+ r| p | Du [dx 
вуз?) ЕК 


+ CR? M, (5.12) | 
其 中 a= min (1—7 2—5), C RT. s, N, A, Д, Р, gs 
Wes lz, | 
最 后 ,将 C5.12) 代 入 (5.6), 便 知 当 о < s 时 (5.4) 成 立 ， 而 当 


| Bg 
1 


p> E 时 ,C5.4) 是 显然 成 立 的 , i 


第 二 步 : 证 明 we CHUO RO, 0, 是 0 的 开 子 集 ,并且 
meas(QNQ,) 一 0。 ЖЕ, ix Оссо AE, Pe, 0<Е < 
dist (£00) A Ry $ 

OC, R) m R| Duas, 
* Betas 
由 第 一 步 知 ,对 任意 тє (0,1), є 
P, rR) < Cill + XG2, Rr lre, В) 
+ Cu "RAS, 


X a — min (1 — Z, 2— Z), Co С. Тн, N, 3, A, p 
gs ЇЙ, Пе. ЖЕЛА €. 1. 

现在 ， 首先 选 7 了 :5 < T < 1, Ж ҮХ r, Е 2Суг аа oU, 对 
于 这 样 选 定 的 r， 一 定 存在 в = eC) 和 R, = Ri(r)， 使 得 如 
果 对 蘑 个 R < R, < 100, OAAR, 有 P, R) «el, Hj— 
ен 

X(z*, R) =o * (R: + PG, R)) < z", 
因而 有 
DP, cR) ETB, R) 十 HR”, 

其 中 н, = Си", 
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“通过 选 代 , 可 得 
Br, PR) « rpl, RY 


+ Hy( 5 R)” >! [22075] 
iañ 


< |o, R) + n V E Ld en 
Ср TIL . 


现在 再 选 R,;:0 < R, < R,(z), E14 R < К, 


H, 一 一 "Rm 


一 т?! 
TÆ HERT, 存在 s(z) > 0 $1 Rr) > b, ETE 个 
R < R,, 有 Me, R) < е, WAKA 
(xt, cR) < 281222 
由 于 对 任意 p:0 < 0 < К, 部 存在 下 整数 ,使 HHR < р& 
UR, RITE 


Q(>, р) 一 nf рих 


B an) 


105 


< банку [би |4 
NEL 


< с^, i8) < cime c (eY s 


XH Pl, R) Ro ERER ЕРА ate б, 有 G5, Ry= 
s, Wifr t 的 邻 域 BO) 便 得 对 任意 хє B), Ж ФС, 
 R)«s, ND EE x€ B) Ж 


Ф(х, p) < C (£Y 3 


Bp 
| | | Du|'dz « Cor", 
Bs? 


| Hc fk Т m, Na As À, Po 4» 11е, ШР 和 зыб, 80. 
利用 Моггеу 关于 Hilder 连续 性 的 定理 (第 九 童 定理 1.1) 
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可 得 
4€ СВ, х"), НУ), 
& 
D, = F ол R < R,, E ex, R) «s 
其 中 a, 和 R, 是 前 述 选 定 的 常数 。 则 和 S3 中 类 似 ， 可 证 0, 是 开 
集 , QTA, uE COn RP), B ` | . 


` O, = {хе 2l liminf e | \Ри|[24= = о}, 
2+] КЕ 


ER TTE meas (NOV) = 0, 
$6. т Fe pa Ж 


”在 $3 和 $3 中 我 们 分 别 证 明了 具有 一 致 连续 系数 的 箱 加 组 
(3.1) 和 (5.1) ЕДЕ Ж Ж бсо 内 局 部 Hilde YE. H 
meas(QNQ,) 一 0, 现在 我 们 要 进一步 给 出 奇异 点 集 ОМО, 的 
Hausdorff Ж ЖЕН. — 7 ` 


6.1. Hausdorff 测度 


X361. iRECR',0« k < 4-00, 0 «8 < +оо, (Fg) 为 
R* ARER. RS 
AILE) == o2 inf | (diam Ру), | U Fi i= E, diamF; < г} 
| " | (61) 
І . 
SE) dm] (E) ~ арр ICE), — (62) 


其 中 o, 一 rt (2)/r(& " 1), 并 称 Y (Е) OSEE 89 k HE. 
Hausdorff WE. . 

注意 , 由 于 当 0 < о, < a, BJ, A ЕСЕ) > SF DOE), iK 
《6.2) 中 的 极限 是 在 在 的 (可 以 等 于 十 co )。 
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#Їб.1‚ Zr E Æ Кер Bg Lebesgue TWR, M Se" CE) = 
L E), Нин mE) ЖЕҢ Lebesgue 测度 . | 

p162, Æ EHR PARNA Pi(i m 1,---, m) 组 成 ， 则 
ФеКЕ) — m, Wú 8€ (E) — 9, 

16.3, ЖЕЕ R'(n > 2) 中 的 可 求 长 由 线 1， m -Es 
的 长 度 ; 而 2E) = 0, 

‚ 8064, # ERR C > 3) 中 的 可 求 积 曲 面 $, WJ Sg (E) 

S 的 面积 ;而 € (E) = 0; 

从 定义 6.1 51% | | 

X361, # 27 (Е) < +оо, WHER 8 > 0, H 

ОЕ (E) = 0, 
因此 我 们 可 以 引入 下 列 定义 
定义 2。 称 实数 
inf{k € R* | (E) — 0) 

XA Е HJ Hausdorff 维 数 , 记 作 dim E, 

从 上 高 的 几 个 例子 中 ， 我 们 可 以 看 出 XE B'(n 23) 中， 


dimg( U P.) — 0, dimeli) — 1, dimg($) = 2, 


imi 


6.2. 奇异 点 集 的 Hausdorff 维 数 的 估计 


RERIK ШУН НИН (3.1) fn (5.1) HERISS 点 集 的 
Hausdorff Ф. 我 们 已 经 证 明了 在 定理 3.1 定理 5.1) 的 条 件 
CF. WU GD CHERI (5. HRE О 的 开 子 集 ,内 局 部 
Holder 连续 , 且 


Qu = fze [е |limint p Я | Оа (а) Pas = J, (6.3) 
因而 NaCI, h | ` 
3 一 fxe altiminfpr f, Трио Те > б}. (6.4) 


HEA 4.3' Ane P 2, 使 p € Lf..CO). 利用 Holder 不 
等 式 易 知 . 
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1 
Р 
э 


онар а и, кора) 


ALE S 
E,_, = {+ € Q |lim sup PP ° f, " | Dule) | *dz > o}, (6.5) 


则 3CE。,。 于 是 为 了 估计 б\д», 的 Hausdorff 维 数 ,只 要 估计 

出 E, 的 Hausdorff 维 数 即 可 。 为 此 我 们 需要 下 列 引 理 ， 
"IE 6.2 (НН), ACER PHARE, НАД rint 

О) ЕЕС ЛЕСОВ, БЕД ЕН 


列 (x. x; € G G = 1, 2.7). 使 


В ія 


| B(xo r DABLE, r(zi)) = @, iom jh (6.6) 
U BG» $9256. —— (67) 
证 明 。 落 虑 球 族 


Bi - {вс r(xy) +< r (z) < Ц. 


由 于 G 有 界 ， 故 可 找到 一 个 由 有 限 个 互 不 相交 的 球 组 成 的 “最 大 ” 
тий _ 

B. = Iptss aD <r <1, i= 1,---, m}, 
AERA" 的 意 轧 是， Вт SEED IS By 中 的 一 个 球 
相交 ， .然后 在 满足 广 00 < 方 且 不 与 Bora) (i 一 
baite m) 相交 的 球 B(=, r (O) 中 ,又 可 找到 有 限 个 ,譬如 7 一 
п ОБГ 而 一 而 一 只， 互 不 相交 的 球 ， 使 每 个 满足 二 < 


r G) < 二 的 球 B(sr(2)) ЖАЫ {BCe r) i=l,- 
ni) 中 的 一 个 球 相 交 ， ЖЕТЕ, 一 日 我 们 已 选 好 Y157 * Ta 
SEA EUR 277 «ry < 2 BARS Bs, rl) G= 3, 
ni) 相交 的 球 Bx,rGO) 中 就 可 以 找到 有 隔 个 , mS mia — ni 
个 《也 可 能 nia — nj = 0), 互 不 相交 的 球 ， TETE 25x 
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rtx) < 2 i 的 球 B(x.r(x)) ЛЫК {Bi rixi í = 
1,---, "ial 中 一 个 球 相交 . 这 些 球 的 中 心 *i ALIS ЈЕ (6.6), Е 20 
由 球 的 造 活 知 В (х, r(x)) EAER. AR z 也 满足 (6.7)。 事 
ЖК, хе G, 一 定 存 在 re G, %ËE 

В(х, rD NBCs r(x)) >< Ф, 
H2r(xz)2rGO. [ЮП 

|z — xd = r (z) + r(z;) < 3г(х{), 
AE хє B(x,, 3r(x:)).. ШЕЮ. 

5]38 6.3, БОВ R PARR, vE Lill) 8 0 <a < 

п. $9 


B,— {кє ollimsupo | a Jela) dz > o}, 


hif =. "n ) = 0. 
НЕТЕТ KC OH 
QC (E, IK) = 0 
ЖТ. © 
Е = Е.ПКЕ, 
FUÉ E F| limsup ep" |, ә lola |4» > ij 


(ғ = 1, 2,545), 
各 显然 有 
FUC FC... ., 


F = J ЕЧ, 


因此 ,只 要 证 明 对 任意 固定 的 自然 数 o AEF — 0 即 可 。 
HOX—44H AES. 满足 KCOCOCO, H FC 的 定义 知 
对 任意 <€ Р? 和 任意 500 < 8 < dist(K, 90) A1) 都 存在 
r(x):0 < r(x) =< 6, [E 


ræ] va)ldz 2 1, (6.8) 
J| 2: 


2575 


ESME, 取 G 一 PO， 取 ?为 满足 (6.8) 的 函数 re), BB 
ADEE {х СС, 8 B(xi, rD BO rix) = Ф D, 
H. 4 = {Bi} {m {Bhir 可 以 覆盖 FF їп UBICO. 
现在 我 们 来 估计 


У) a2 (ат р)" 一 me2 9 (6r i)", (6.9) 


其 中 ri= к(а). 为 此 只 须 估计 >). ЖЕ (63у R s= x 
G= 1, 2,::-). 得 


r? 2: j. lela) |4, 


对 求 和 ,得 
»irner N 19(2)142, (6.10) 
į i j 
由 于 B; 互 不 相交 , 故 有 | 
Xj ec (o eG (AD 
1 “B; : Ux 
容易 证 月 ,对 于 0 < 6r < 5, Н 
meas ( U вз) 0, M ó — 0T. (6.12) 
事实 上 ， | 


meas ( U в) == meas ( U B (zi, rp) 
176606) AX 


` 6 
< C(n, a)5*7 + 25 f r ldz—0, 368—0H. 
由 (6.12) 和 和 Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 ， 知 


| lol ldz >0， 当 5 一 0 WF, (6.13) 
šį 
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ВА 366.105, (6.115, 06.13) A 
У\ 2-0, 3  5— 0 时。 (6.14) 


于 是 由 定义 61 RICO.9D DI E Co. 14081 
SÉ (FO) = 0, 
定理 得 证 。 

现在 我 们 可 以 来 证 明 

定理 6.4， Бон" cuti ROME с EAEC.) (sk 
(5.188 AR, EREA 3.1 (HR E RE 5.1) Bud PEE T. MEEN 
集 Q CQ, f£ нє ССО, R, 6 > 0, HHE 0272, A 
| SC, Q(ONOU) ex D, 
: 证明。 由 定理 4 知 存在 p> 2, {# IDs| e LEO). 车 
р> x， 则 由 嵌入 定理 知 we Chill, RN), a > 0, 因而 Q, = О. 
# 2 < p =< n, 则 在 引 理 56.3 中 取 v = |ри|?, ае n— p, EA 
PE a-p Ene) = 0, Ëp E,, BE X. ECES) i QNQ C E, ,, 
Ж e€ ap ON) = 0, 
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附录 1 Sobolev 空间 


Sobolev 空间 的 有 关 知 识 是 近代 偏 微分 方程 理论 的 基础 知 
识 ,在 这 个 附录 里 , 我 们 只 列 出 本 书 中 要 用 的 一 些 结果 。 除 Poin- 
сагё 不 等 式 外 ， 其 总 均 未 给 出 证 明 ， 读者 可 在 [АЮ], [MI] 2555 
中 查 到 这 些 证 胡 ， 


51. Sg ЕЛ ЛП Sobolev 空间 W*»(o) 


在 介绍 Sobolev 空间 之 前 先 介 绍 一 下 弱 导 数 的 概念 。 为 此 我 
们 先 引 进 下 列 记 号 : i 

1° 多 重 指 标记 号 我 们 称 e= (mst, as) 为 多 重 (я 9) 
指称 ,其 中 mt = lytte, n) 为 非 负 整数 ,并 规定 [al = a 十 
cQ, el 的 意思 是 os 8 G= 1, e, 
>> (D)- usen. | 

2° 高 阶 导数 记号 ， VL O JE R АЕ, х= (nec z.) 
EAIA, u:0— R, RH О) = рар... DI) 


өст... Бу; O 表示 “ЧО 的 a 阶 导数 《如 果 这 些 导数 存在 的 


ka), 
m= 1.1. 设 жЕ Li CO), o 是 多 重 指 标 ;车 存在 РЕ Li.(0), 
使 
| "іх = | (pdt 
g Ла 
对 一 切 pe ССО) Bar. ШЖК e 25 BJ e Br PB 590, EIE 
e = D'y, 
可 以 证 朋 ,; 弱 导 煌 D^. 除 零 浏 集 外 是 唯一 确定 的 ， 
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а УАТ TRTE, MUY AQ BEC Gl 
微 ， 如 果 它 所 有 的 直到 大 阶 ( 包 括 无 阶 ) 的 弱 导 数 都 存在 ， 则 说 这 
个 函数 下 次 弱 可 徽 。 我 们 用 АСО) ARA k KETARA 
的 线性 空间 ， 

定义 1.2。 设 大 为 非 负 整数 ,? 为 实数 , p 22 1, Q 为 R* 中 的 
HE. RREA 

[uec w*CO)|D*u e E?(0), Yle! <А} 

йд 


lx PEND ш i > [D'u |*4z]" (1.1) 


后 得 到 的 线性 赋 范 空间 为 SoboleY 空间 Wk (Q), 
ГЕВ, Wt^(0) Æ Q.D) 中 规定 的 范 数 下 是 一 个 Banach Z 
fRI. 

当 p 一 2 时 ,; 常 将 Wi2(0) 简 记 作 НО). 

ЖУ 13. Wiro) & Cra) 在 Wila) mimi. 

Sll, Ww*^(RO-—WwiPORS, Wa) = wile) = 
L'(Q), EEEn К, wira) 是 wta) 的 真子 空间 。 

下 面 我 们 来 叙述 Vira) ВЈ T RYDER. | 

命题 1.2， 子 空间 ССО) Ид) 在 w*4(0) 中 稠密 ， 
1 = peo. 

但 是 ,一 般 讲 , 子 空间 СА(©) 不 在 w't(o) 中 稠密 ， 

定义 1.4， 称 区 域 吕 具有 线段 性 质 , 如 果 对 于 每 个 xe BO, 都 
存在 一 个 开 集 D, 和 一 个 非 零 向 量 ya E reU, HË x Ən 
U,, M) z + ;y,€ O ОРО <: < 1), 

具有 线段 性 质 的 区 域 吕 一 定 有 *# 一 lA, Ta E. G + BT] 
时 位 于 其 边界 的 任何 部 分 的 两 侧 ， 

i888 1.8, dE O Ro ER E kE R, WATAN c) 在 
wta) ТЕ, 1 =< p < оо, 

利用 逼近 定理 ,我们 容易 将 十 典 微 积分 中 的 一 些 运 算法 则 推 
- 广 到 弱 导 数 。 例 如 我 们 有 
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命题 1.4. 设 жє Wea), ge CM), MI due WEO), 
R . ` Dm 


Doldu) = У (5 урар, Vlo| < k. 
Hu B d 


命题 1.5、 设 在 Rt 上 连续 并 有 分 段 连 续 的 一 阶 导 数 ，f'€ 
L"(R), 852,,2m/R нє WO), щш fou c W'(2), ifi B. 
若 用 天 表示 了 的 和 角 点 组 成 的 集合 M 
n Ф =L, 
Deu) 一 h o. er 
ЕЁ ПД АЛЕП АЕ. 为 此 上 先 介绍 下 列 定 
Ж, 
定义 1.5。 "—— "P" 
OW HS сш с, 的 人 顶点， 我 们 就 说 8 满足 一 致 内 
锥 条 件 。 - 
RE 16 CE A SERBE), 11 < p< оо, 
1° 3: O W ру E ДЧ p < = 时 


w'*(29)cL*(Q), s< <>” = —""—, zi p < n Bi, (1.2) 
W'"(O)CcL'(Q), p&g < +оо, 当 ? 一 "时 ， (азу 
而 且 对 任意 ze woa), A 
lelero < C(n, p, 21го Pe яр", Рп, (14) 
[я eco < C Cn. 25 2D ullis p < q < +оо, p = n. (1.5) 
2° 35 00 X& A 638 NEA p > n Thi, 


w(o)cc"(2), 0 <a =< 1 — = i (1.6) 


而 且 对 任意 we (о), A | 
[апу < C(n P» О) о, (1.7) 


1) шій, О RARE Lipschitz EMEL ТАР; 1838 5-4], 
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注 1.1。 我 们 常 将 (1.2) 一 C1.7) 简 记 作 
LO), p qe ptm Р, рп, 


W'i-(Q)c—- 10), Р <q < +оо, Ё = п, 


CU 9 <a < 1 =, 


并 称 p* 为 的 Sobolev ЗЕЙ, КСА), a. 5),《1.7) 中 的 常数 
C 为 嵌 人 常数 ， | 

TEL? СЕ АШ), 19р оо, | 

1° dn3X OUR РР, ШИН Р л КУНИ A ER 
"9. | 


pt 


WhO LO), p q < pt, p < n, 
W'*(Q)c—-L'(Q), p q to, p = п, 
29 如 果 00 适当 光滑 2?, 则 当 p > s IF КЭ A JE: ES BS: 


Wor Gje (D), 0 <a =< 1— y 


# 1.2. 对 于 空间 W), 同样 也 有 命题 1.6 和 命题 1.7 中 
所 述 的 媒人 关系 和 紧 访 人 关系 而 且 此 时 命题 1.6 和 命题 1.7 的 
ЕЖ ORRA КА И КИР Q. 

最 后 ,我 们 介绍 一 个 关于 Sobolev 空间 中 图 数 的 差 商 的 命题 ， 
它 使 我 们 可 以 通过 研究 函数 的 差 商 来 得 到 函数 的 豚 可 微 人 性 ， 

设 ec 是 ;方向 上 的 单位 向 量 ，s 1,5, nn。 我 们 用 


Ax, (s) = n [s(x + he,) — и(х)] 
JW dE x, УГА E 9 38 ng 
$18, 1° ib «c (0), 1 po, Occo, Hi 
存在 常数 C 一 [09 ,97， 使 得 对 尾 意 充 分 小 的 |5], Ж Aste 
L'(Q”, m Hà 
{Аз „н |l SS Ci Dullin 
12 ЕДЕ), 
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2918 we L'(CQ), Ti<p<oc， 并 假定 存在 常数 关 ， 使 得 对 
任意 Q'Cco, |А dv s 
Aa leran < K, 
AKA ER, M нє WC8')， 且 有 信 计 


Dsl pre S К, 


$2. 实数 次 Sobolev 空间 H'(R`) 


TEX 21. 设 :之 0 是 实数 ,集合 


iuc LR + [EDAC € LCR} 
MARR | [ с] 
| . 4 
(и, 0), = | а(Е)гСЕЮ(1 + [ЕЕ 
R^ ` 
后 得 到 的 Hilbert 空间 称 为 实数 次 Sobolev 空间 HR”). 
命题 2.1( 还 定理 )、 没 《为 正 整数 , 则 存在 线性 算 于 


Y: НАВТ) 一 I at 57 (R), 


н — Үн = р тчэ Yai) a 
满足 ; 
G) 当 se С°СКТ) 时 


Tu = ] Ou. +++ ә | 
н И | = 一 09 Әх, "n Н Әх“ me * 


k—1 
Gi) 2: riell? -g-ig < Сш э 


Vu € НАК), 
Ф108 2.20 5де РЕ), ЛЕННЯ 


ҮЗ. і H A-k-i (R*^) 一 НАКУ ) 


і= 0 
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vy^i = |. 


Кєр ERJA. 
53. Poincaré 不 等 式 


定理 3.1， 设 2 是 RR" 中 的 有 界 区 域 。 
19 35 we ИРС), 15р 4-00, N 


| |а < C(n, р, a| | Dul*ds, (18) 
2 й 


29 Ж Q E PL ЫН, ƏQ 满足 局 部 Lipschitz AE, иЄ 
W'*(Qó, ls р +оо, W 


{ls — ug|*dx =< C(n, р, @)| 1Dwitds., (19) 


其 中 wo = f мах = m (наз. 


证 明 . X 
1° 2258 sc CIO) АВЖ. КЮЛЕ OCCO, О = (xe 
Кеа <a, iml. 
: ~ sx), x€ Q, 
60 = lo. хє охе, 
Ж хе О, 有 


äle)! = рас, жэ» za 
< Gay (ра < Qa) | Dilan, 
因而 有 
lerdr = È 1E) tas < Cay? ob, Dà|*dx, 
< Q|. |Dš' rar = (2а)? | Грига, 


令 Сеп, p, O) — Cay, MAGEN. 
XjT se WoO) 的 情形 ,只 要 利用 СаСО) 在 wiria) n 
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Li 


ШЫЖЕ BHH 1.8), | 
2° 为 简单 起 见 ,我 们 仅 就 # > 工 的 情形 证 明 K1.9 Ж p > 
1 的 情形 ,请 参看 [MIL 
由 于 在 * 上 加 一 个 常数 以 后 ,1.9) 不 变 ， 故 不 妨 设 wo 一 0。 
BUE BORCLOYR E DAC ЕЖЕ К, WFE e WA), 


а t, midx 0, 4E 


| altae > & T Гра ғаз, 
5 


Hi . 


(k 一 1, 2,...), 


w = зүү 
to dalli 


则 we welo) 有 下 列 性 质 ， 
G) Í ute 0, 
Gi) Пе орар = 1, 


(ш) |, | ре, | ?dx < + 


Ш Gi), Qu) AD leil rro AR 故 利用 СО) 中 有 界 集 的 
PIILEE EUR A EE, 知 存 在 子 询 {wy} 和 we Wel), 使 
wie (E Lr(Q) PERKS), (110) 
Dao 一 Do 《在 LIO, RY вво, © Сї) 
Ш Gü) 和 (110 知 Бшш) 一 0 (а.е. x€ Q), Bii 
а(х) 三 常数 ， а.е. x€ Q, 


xi G) 和 (1.10) 知 Í eas 一 0， 因 而 
m (x) == 0, а.е. x€ О, (1.12) 
йн Gi) 和 C1.10) 知 


le [орау m 1, 
E3(1.12)7F A. VERE 
推论 3.1. 设 Bx 是 BR* 中 以 让 为 半径 的 球 , 


* 266 * 


1? Zi s€ WBD, 1=< p< +оо, HH 
| || fdr = Cn, piri | Du |*dx, 
Bg 2р 
2° Xi z€ W'*(Bj), le p < Боо, HH 
| [и — ик|?4х z: С(п, ә” | 1ри| ғат, 
Bg Br 


其 中 s= | “х= L| ніх. 
By | Bg] Jag 


证 明 ， к=1 ИДЕЙ 3.1 RE АНИ, МЕ s 1 
时 ,通过 相似 变换 可 化 为 及 二 1 的 情形 ， 


Ix 


附录 2 Sard 定理 


Sard 定理 . i5 ОК" 的 开 集 ，1:0 — BR" 是 一 次 连续 可 微 
ERG iD E = (xe Q|detDf(x) = 0), 则 |fCE)| = 0. 


WEB. APT O, Afri" ЙН 0,0, ()9,-0,. 


KE) U KENG 因此 只 须 证 明 对 于 每 一 正方 体 8， IKEN 
о)| = 0, | 
зоа, ЖОЕ N" 等 分 ， 所 得 的 小 立方 体 记 为 大， 
其 直径 为 8 = у n IJN. 
由 于 Ditx) 在 8 上 一 致 连续 ,因此 M = supl DFC) | «o, 


且 对 于 任意 < > 0， HENDAK HATER x,xQ€ K, WA 

LEC) — Ка) — ОС) С — xa) | < s|= — хо = бв, (2.1) 
ШЖ z EE， 线 性 变换 Dfa) BRER, Al DRK 48 
含 于 一 个 边 长 不 超过 Ma 的 一 1 维 平行 体 中 ， 不 等 式 (2.1) 说 
HRA KK) 一 xo) + рух) 的 点 与 集合 Ditxo)K BJ EB ERE 
不 超过 s8. Ud КК) — f(m) + wweDfCxo) 必 和 包含 于 这 样 的 柱 
体内 , 其 高 不 超过 2E5， 其 底 为 边 长 不 超过 2M8 268 的 wn 一 1 
维 平行 性 , 鹿 测 度 的 平 称 不 变性 ， 


КК) < (M8 + 2в8}*7\(2вёў < 48 ‚ (2.2) 


ҤЕ АН йт nisl. ЕТШЕ НИЕНД ЖГ Р BL: S ER 
ЕЛЖ K ЖЕН БИШИ», Р 

шеаз{{(Е ПО) < ЛКК) < Ав, 
die HERE Ma CENAQ = 0, 
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附录 3 John-Nirenberg 定理 的 证 明 


John-Nirenberg 定理 已 叙述 在 第 十 章 $1 中， 这 里 给 出 这 个 
定理 的 证 明 。 | 


ЖЕН О == Q, 的 情况 , 文 由 于 所 要 证 明 的 不 等 式 是 齐 
次 的 , 故 可 设 [ula o, — 1. 


对 于 a > 1 > {, [и — uo ldx, № FH Calderón-Zygmund 


分 解 (第 三 章 引 理 2.1) 于 函数 |C) — но, |, Wig БЕККЕ 
УЗЕЛ 10791, EA 


acf |u — uo, ldx = 2*a, (3.1) 
ofD 


|а) — so,]| < s, а. e ze QA U op, (3.2) 

由 此 可 得 
Klop 2.) 19 нолае 104, (39) 
и 0 | =) lu — sio, | dx < 2*a, (34) 
对 于 所 有 立方 体 名 站， 由 于 zlego 1, RIDA a> 1 > 
a 1” чао | 7 再 次 应 用 Calder6n-Zygmund 4 MET 1и 
mah ШЇ ЖЕТЕ ЫЛ ЕК АЈ WA) P) at QP 所 得 
的 立方 体 列 合 在 一 起) 使 得 
эор! «l >|. |u — "olds, (3.5) 


ux) 一 жу! Ka, а.е. x € OÍPPXL] Qa, (3.6) 
d i 
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注意 到 ио, = і 与 (3.3), 由 (3.5) 可 得 
Уот 2 5310701 < Lion. (37) 
我 们 将 证 明 | | 25. 
[ху 一 нр | < 2+ 2"a, а.е. x €QATJ Qt. (3.8) 
事实 上 ,如果 *€9^U Qi, ЗА (3.0) #6 (3.8)， 现 在 设 
x € U 99S U Qi» < 必 属 于 某 一 8@p 由 (3.6) 与 (3.4)，, 我 们 有 


Ix) — uo, | =< lulj 一 “рі + | toco — ug, | =< 2 + 2*a, 


(3.8) 得 证 ， 归 纳 地 重 息 上 面 的 分 解 ， 对 于 任意 整数 R1. FE 
至 不 重 选 的 立方 体 列 (Qu 使 得 


210591 < 110,1, 


lul) — но | « k * 2*a, а. e. z€ @,N UJ Qi, 
TR | 
meas (x € Qo |жж) ~ uo,| > 29е} 
<E jop: < 2104 (k—1,2,---. 


上 面 的 最 后 估计 对 于 天 一 0 也 成 立 。 现 在 对 于 任意 :Et0: 十 co)， 
必 存 在 整数 k > O 使 得 
Iak « 1 < akt 1), 
这 样 
meas{x € Qul lula) — o, > 1} 
< measíx € Q l ш (ж) — ио] > 2*a&] 


< Elgol < асте |041, 
[14 
其 中 4 一 lina, ERE, 
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附录 4 Stampacchia 内 插 定 理 的 证 明 


本 附录 中 ， 我 们 将 以 QQe. r) 表示 在 R 上 中 心 为 * 边 长 为 
2r 且 边 平行 于 举 球 轴 的 立方 体 ， 有 时 不 需要 明确 指出 中 心 15 >É 
径 , 则 简单 地 记 为 上, Qu * З, 

Stampacchia 内 播 定理 ， 设 О, R 的 立方 体 , 对 于 某 P 
1, TREE L'(Q) 一 L'O) 的 有 界线 性 算 子 ,又 是 L O.) 一 
BMOCQo》 的 有 界线 性 算 子 ,好 | 

[Тир s Beleleops Vu EL Oa)» (4.1) 

| Tul ко, < Bollo), Vu € LC), (4.2) 
则 对 于 任意 s€(50,9)0., T E L'(QO- L0) 的 有 界线 性 算 
子 , 且 


Puling = Clilizoos Vu € LO)» (4.3) 
其 中 C 只 依赖 于 я» p, 4, В, Bor | 
为 证 明 此 定理 ,我 们 将 引进 Hardy-Littlewood EAKA 5 
平均 振幅 极 六 函数 (“Sharp AH). 
iz feL(QO, BE 


Масе = j 10140, «є, G 


pcs nos 
称 为 C4 上 的 Hardy-Littlewood л ЖЮ. Aki РЕКЕ X 
ж — Ee BD SE V. 


Мх) = sup { у) 14у, <€ Q (4.5) 
хЕр Da 


on 
其 中 台 是 中 心 位 于 gu PH. 它 称 为 Q, 上 的 Hardy-Li- 
ttlewood 极 大 函数 。 不 难 验证 
М.к) < Mf(x) < 2" Mif бе) › x € ©. (4.6) 
极 大 函数 有 以 下 初等 性 质 : I 
Q2 Mf t£ О, LE "THU IE; 
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(D MSIE ВЕ ТУ, ВИ 
| MCE + ру = Mi + Mz; 
(3) du feL"COD. M| Mie L"(QD H 
Mfr Tip = flt. 
THARI i K ERR —1- EC RE ZEE RU BI E RE 
Hardy-Littllewood RAES. £# T oMdEHSCI,I) HRS, H. 
IM. (ap = ССп) оо» Vie ГСО). (4272) 

其 中 Iil rio， 的 定义 人 参见 第 三 章 š 1, : 

证 明 。 设 x€(x€Qu МС) 7 ғ}, El М, 的 定义 ， ТИ: 
Qo. r(z2)) 使 得 

СУ) 14у > s> 


[ rc EDD 


BU 
‘gCx, (209, < 1 [ IO (4.8) 


girri Aga 
由 第 十 二 章 $6 的 覆盖 引 理 ， 必 存在 可 列 个 立方 体 Обу, ra) 
(i 一 1,2,-- Ef: 
(1) QC, r(n220 ОС, (ху) =, M £ >= їі, 


(2) {x € Qu Mil(s) > s| C Ú Охх, З.С) 1 Qs. 
出 此 容易 看 出 
measir € Qe Mif (c) > +} =< M (Olr 37x22 1 О» 


«3 M 1006 60010,1. 


t 


应 用 (4.8), 则 有 
measix € Qs: MofCx) mde У | О) [ay 


im 79 pr xD, 
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39. | 
= m Flero. 


这 说 明 M ERODE, АЕ SR CAL) LH M E SCIT, 1 型 的 ， 
这 就 是 所 鉴证 的 . | 

推论 。 对 于 1 二 Pp < co， 极 大 算 子 对 是 强 《p, p) 型 的 。 

这 是 Hardy-Littlewood 极 大 定理 ， Marcinkiewicz 内 ЙН E 
理 与 初等 性 质 437 的 直接 推论 ， 

现在 引信 平 均 振 幅 极 大 函数 , 设 f ELCO), ВЖ 


PF) — sup Í „lf feno d a x€ Qos (4.9) 
称 为 在 Qo 上 上 了 的 平均 振幅 棚 大 函数 ,其 中 吕 的 中 心 在 О, 内， 
fono, 一 Jod (у)ау. 


TUTTO НЕ Е K ЕГ F АПФ ЕЛА: 

(1) fe BMO(Q,) HARA ##Є ТОО»), 

(2) ЖТ <р < оо, WE РЄ СО), MH 

Паго, < Cla, РЯ со,» (4.10) 

WEHH. ”容易 看 出 f" 2MÍf. 由 Hardy-Litlewood ERE 
理 的 推论 , ME Cp. p) 型 的 ;因而 算 子 ("并 也 是 强 CP, р) 型 的 . 

(3) FELCO), Ш f* ELLO). 

ТЕЗРО ЕЕ 天 跑 数 的 最 重要 性 质 之 一 ， 它 是 属于 Fef- 
ferman 和 Stein В, 

定理 CEefferman-Stein), NE fe LI (Q), WT l< p <= co, 
如 果 jh e LO), MUJ fe L'COQO, H. 


|р,» < Сн, PAC Шо) + Ilo lgl?) C411) 


其 中 
ifla - Í in. 
WEB). 对 于 任意 固定 的 
aj Ifi (4.12) 
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应 用 Calderón-Zygmund 分 和解 ( 第 三 意 $ 2) 于 | :可 以 得 到 一 列 
ERER HYAA {01} 使 得 : 


acf 上 dz 过 2ae  (G—1,2,-.2, (4.135 
o; 

HG] Sa, ае. z€ QAI] 0°. (4.14) 
Jap {ТА ERS Е (4.122385 = fe XX рУ BEISIEE ETT ЯТУ 
ШЖ], e > о, К, {07} 是 {Ор} 的 立方 体 中 的 于 立方 
$. WER 


M= Xioil. 3 >f m, 


则 иб) 是 对 的 单调 非 增 函 数 , 由 (4.14? 容 易 知 道 
tCa)Ameas{r € Qil |F] > о} =< иба). (4.15) 
我 们 将 证 明 z(a) 有 如 下 和 估计: 如果 


> = Hle» (416) 
则 : 
pa) = meas fz: Fio > s} + 2 РА GR (4.17) 
其 中 4 是 任意 正 数 。 


记 某 立方 体 op) 20 OS 对 所 有 包含 于 G, 的 立方 体 01, 
两 种 情况 讨论 : 


а) бск eQ: G > Z, Ж 


УЗ 101 < meas [r є б G) > Sins can 
рб, 


Оу Gia eg. G) > £), EE жє Ó, ERE POS 
= # дерге у 
二， 由 于 的 定义 
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fo GO — tla < S, (449) 
但 根据 (4.13) 


l< e (2) < 5, 
Я а => as 
因此 
» f) — folda > (fl; — Ifto)107 |> Z10911, 


其 中 оз 是 立方 体 列 {87} 中 任意 包含 于 О, 的 那些 立方 体 . 对 上 
式 求 和 , 则 有 


> 107| < 之 >| IFE) — fo,l dx 


0j c5, 90; cO, 9j 
«2| uo hl < 2194. (420) 
гї Ds A 


上 面 最 后 一 个 不 等 式 应 用 了 (4.19)。 
综合 上 面 两 种 情况 ,由 《4.18) 与 (4.20) 我 们 得 到 
У) 10i meas (а: PG) > апд, + 210.1, 
=й, 
DLE 6, Чор", 在 上 面 不 等 式 中 对 所 有 这 
样 的 立方 体 求 和 ,立即 得 到 (4.17)。 
现在 对 于 任意 s> 27" |f]o,. dd 


= р f a^! u(a)da, 
由 于 aC) < ]Qul ， 上 述 积分 是 有 意义 的 。 利用 个 计 (4.177， 


seruo , 
І, = р А а?! u(a)da + 2 а?! u(a)da 


ЛЫГА 


a 


= p N meas Ire => <) оа? 1а 
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2p í! -1 s 
IE aru s) da + Blo) 


n 
« АР + 2 ‚дөбер, + 2990 о [fI 


Ни 4 = 4, 20e, Wj 
I, < 2417 со + оет] Ool |F16,. 
Fi C4. 15) , l 
p | oer du < 2A" Ln, + 20701 ol LI. 


(400, 可 得 (4.11)， 定 理 证 毕 ， 
Stampacchia 内 播 定 理 的 证 明 。 ELAT 
TT 
由 ff 的 性 质 (2) 与 假定 
Т # н] жо s СС, Р) ао, = Crp) В, leleron 
贝 í 的 定义 
{Т#н|,®в„ == ET»wI o, < В.а соо 

应 用 Marcinkiewics 内 插 定 理 , 则 T" 是 强 (е, 4) 型 的 ,其 由 96 
Ср, со), H 

128 о < СВ В lulloo, Vu € LICO), 
И € RIKEN T n, Р, q, ВЕЕ Fefferman-Stein 定理 

Т» җо„» < COIT + 10151 Telo) 
= СС [ао + 10,17 Telg) 


1 1 an » 
= Clos + 101“ В, іг) < C llmir«ops 
其 中 CHHAT лә Р, 4з B,, B... 
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附录 5 反 向 Holder 不 等 式 的 证 明 


AAEE Holder 不 等 式 ， 我 们 需要 一 些 辅 巧 性 的 引 理 ， 

引 理 5.1 (覆盖 引 理 )。 WE E R К" 的 可 测 集 ， 它 被 一 族 直 径 
TRAGER IB; 所 覆盖 ， 则 由 这 炭 蒜 中 必 可 选 出 互 不 根 交 的 子 列 
Bi Ві," СБТ ВЧ 


[E| < 5* 91i Bal, (5.1) 
k . 


JerE| E | 8#28 E FORE. 
1E, WF В; є [B iy 使 得 


діат В; 22 > зир diam Bj, 


现在 用 归纳 法 ， ОГ: Bi ，- …,B;， 现在 来 选取 Bo W 
得 Bio 与 Bj, 3 Bi, #123855, Н. 


diamB;,,, 22 A sup{diamB;| B; N Bj, = Ø, 


к= 1, 2, 4}. | (5.2) 
如 时 不 存在 这 样 的 球 ,选择 程序 已 告 结束 。 
dus 之 |B i 一 зо, 引 理 无 需 证 明 。 现在 设 > Bpl < 


со, BARS Bu 同心, 但 直径 为 其 五 售 的 球 。 我 们 将 证 明 
EC U Bj. (5.3) 
& 


由 于 {8} E ЕЛИ ЕНА РСЕ 8;; 都 包含 于 
| Y Br. WÈ Bi 是 (B4) 之 一 * 则 上 上面 事实 是 显然 的 : 如 果 B; + 
| 属于 族 (Bi, BT XIB i < co， 则 有 EmdiamBi, 一 0， 必 存 
在 《使 得 
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diamBj,,, < + diam Bj, (5.4) 


而 且 我 们 将 取 使 得 (5.4) 成 立 的 最 小 的 kR. Hm GAD 知道 Bj; 必 与 
Bi, Bj 之 一 相交 ,否则 将 与 我 们 选取 的 原则 (5.2) 了 矛盾 , 由 
的 最 小 性 ， 


diam, > — diamBi | (у= 1,2,---, А), 
由 上 述 这 两 个 事实 ,必然 有 
. Н . 
B C U Bf. | 


这 就 证 明了 (5.3)。 当 Du) 为 有 限时 也 可 类 似 推 证 。 由 (5.37 
: IE] < 5118,1 5 Dl Bl 
K 


238 ffir. 
ik кот, o) СЯ УТ рє (0,00), 
id . 
@,Gz;h) € — ^ s*dh(5), (5.5) 
如 果 上 述 积 分 有 意义 。- | 


51 5.2. i4 26 (0, оо), a € (1, со), AO 与 HG) БЕ X. 
于 [rn co) ERJAE fap ЖК R 98 E: 

(1) limk) = limH() — 0, 

(2) Gh) < ath) + НСО], 


则 对 于 реа, —— -9)， 我 们 有 : 
2 Ф,(ь; В) < — T (з: В) 
aq — (a — : 
+ a(p — Deo. Ну). ` (5 


7 88, 利用 相似 变换 ,不 妨 设 一 1， 并 简 记 
Kr) — rll; В), JGO) = @ (1, Н), 


+ 278 • 


PREFE; E0, +) 使 得 
AD = 0, ; €T5, +00). 
АГ Р € (0, co) 应 用 分 部 积分 我们 有 


TOES 一 ZOR |, xp sik) 
- Ф 9 (ceo юй, GD 
应 用 引 理 的 假定 (2》 | O C 
f 107979, (5; Вуй: < а I Ой + D 
«MD IG) — HO) Le H). бз) 


最 后 的 不 等 式 应 用 了 分 部 积分 法 与 假定 lmHG)- 0. 假定 (2) 
жа | 
| AD > Lac на), (5.9) 
将 C5.9) 代 人 (5.8), 则 # ы 
fonte e юй < —- Т) + ® ру + 5 e 0i. 
将 上 式 代入 (5.7) 得 . . 
IDEKO -PTA (a) o olo). 2 


+ 00 Cl; н), 


整理 之 后 立 得 55.67。 
现在 考虑 一 般 情况 ,定义 
к), t e[l , n" 
A c {i r € [j, +оо), 
我 们 有 


— (ас) = - eno + 9), (<i. бло) 
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由 于 AG) Rd EXT dE z > j 

jG) Со) < — | ањо), 
Ф о +оо, milis Bs 
ü PG) < — N C), 
代 人 (5.10) 后 得 到 


Betts Bi) x d OS h) = aD + HOD], 
所 以 象 前 面 的 证 明 一 样 ,可 得 


— око ньо 


. абр — 4) 
PCl; A) + "E p, "C н), 


— 9 
< aq — (a — D? 
4 рэ оо ВГА) Р. | 
下 面 我 们 都 用 8 表 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 . 设 fe LI, 
MI 表示 了 在 Re 上 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 (参看 附录 4), 
对 于 任 者 立方 体 9 , 9 1. 我 们 有 MEM 
T atas > (J г}. (531) 
FEET х0 | 
{ООУ < MfG), 
两 边 开 4 次 为， 再 关于 x 在 9 上 取 积分 平均 值 则 有 (5.11)， 这 一 
事实 我 们 后 面 将 用 到 。 
反 向 Holder 不 等 式 (第 十 二 章 定 理 4.1) 的 证 明 。 为 证 明 简 
便 ， 我 们 把 定理 斤 述 中 的 球 金 部 改 成 立方 体 Q, MERY 以 
原点 为 中 心 , 边 长 为 2。 在 9 中 作 以 下 分 解 : 


о [remisi <È, iion 


Co = fx €R" lxi <4, TIN MIS 


C = {60,1274 < disr (x, 0Q,] чс 2709, £ ze 1, (5.12) 
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SEA 
= CU u(U e) 


对 于 Ck。 我们 可 用 边 长 为 2 的 立方 体 来 等 分 + ФЕЯ КШ УЕН 
立方 体 АР} 使 得 UJ Ру) Са. f 


我 们 定义 函数 
ple) = [dist(x, 001^, x EO. (5.13) 
显然 对 于 任意 ze Cia UCU C FER S a 48 | 
o7 | Pil < фб) < о! Pul. (5.14) 
现在 取 


¿> nelson: (5.15) 
其 中 z > 1 待定 ,注意 到 


f... DP: sibi, "ах 
= af lje llinos.. 
TIRE r> s, WA f 
49 > L. Ku 
这 时 可 应 用 Calderón-Zygmund 分 解 ( 第 三 章 引 理 21) 于 每 一 个 


Р. 得 到 互相 不 重 选 的 立方 体 列 (Qiu. CRA SQ PE 
ОМС РЕ, Vi, &, T | 


4° < | (go)? x 2949, Vk, jaf (5.16) 
ti 


m= l, ace x EPA U Qiu. (5.17) 
. 


rH(5.17yuf48 
gp << А, а. е. QN U Qi. 
thi 


这 一 事实 蕴含 着 
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Ap) S {хе Оер ij UJ Qkis 
kd 
j, ме» CÈ < 23191. " (aeos 7 
« 274 Soul. . (5.18) 


最 后 的 不 等 式 应 用 了 (5.16)， 现 在 必须 信 计 (5.18) 的 右 端 。 对 于 
任意 ze Qs. 由 (5.16) 


raf Сар) < orl Paal Í g'dy 
& hi 


FRI 
«e| PLI Mg ) ONE | (5.19) 
其 中 Меш") 为 限制 于 O, 上 的 极 大 函数 , 即 | 
| MG sup f erde (5.20) 
由 于 6 < 之 1 СНОО), AFEN Q. 0, 使 得 
V 8 Mgr) (z) < f gs Cy)dy, x€ Qo (5.21) 
利用 (5.19), 我 们 有 
i8 


«V 6Xiaoc) < Í sw. 
et Pul. 


注意 到 1 的 范围 (5.15)， 由 上 式 得 到 
at] Palt Í. 
"n 
< Pel 
ССА 
这 里 我 们 不 妨 设 Өс оС Ө — 0, 29—15 9, РЕЖ 
FHR) 于 是 


I9. < 


оош |65. zii 27, 


181^ 


E PN ` MEM 


(ту) <+ 


$n5 it O, E E; 0, 同心 ， 直径 放大 一 倍 的 立方 休 ， 容易 看 出 (因为 
z € Qk. (1 д») 


QC C... UC, U Car 
内 (5.21) 与 定理 的 假定 (2), 我 们 有 


Hd < = 


Ve E 
« Jj; А вах + > f. Fdx E MG. | 
整理 之 后 得 到 | 
жез cde e +], sel. 
fA G.19), RITA | 
| ise|Pyl +С m” gdz 十 (1. ias]. 
其 中 CREF 0, b, я, 4. 注意 到 (5.13) 
iuc Us то крах + (L. Сеч»). (5.22) 
现在 将 fe *EJF TRÀ RO. 
: F = IMU, 
其 中 于 是 在 Re 上 的 Hardy-Littlewood RA AX. Gs. I) 


(Í, gas < m Рах, . (323) 
由 (5.22) 与 (5.23) 可 得 ` ar: 


110 1 =< С iN gpdx + |. Faz | | 


Fax + 28110 1. 
«c NEN ғріх + | аы х 8 194 
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1 
+ 


Og шас 一 1, 则 有 


. 110 <€ MN eot NN Fdz], (5.24) 
”对 于 所 有 Qi 与 任意 r€ 8i1，。 依 上 相应 的 8,3x。 所 有 这 样 


Bgsr Ж {б} 构成 U Ока, AE EGS.) 

TAHETA an D Е 
Pigula 0, „|. (5.25) 
ks. m 


IFE pen (5.44) BEREG, (5.24) 53 (5.25), 我 
们 得 到 


"E Сар) < САС [finon gp + dm ғ. 
此 外 ,显然 


(2921 < cui Ф. 


£ 
NEN Qum 811 


两 式 相 加 ,并 记 # 一 82. 则 有 


| (ep)! = Cie? i gp +Í Fl. (5:26) 
DAT np а} gunt г) “ДЕН y 


根据 (5.15)， 不 等 式 对 于 r> n а екоо 都 成 立 。 现 在 记 


жг) т NECS Ho) = mM Рах. 
类 似 于 第 三 章 引 理 1.1， 我 们 有 
ымы G) | ав) — лб; By, (5.27) 


其 中 pG в) 定义 于 (5.5)。 这 样 (5.267) 可 写成 
dua: В) = СС Qo + НО], # Z8 tx, 


应 用 引 理 5.2, HF в = i, b e[g, gq + є), 我 们 有 


Qu C tos À) < Ci ЕФ, Gu; A) + CIE Ну]. (5.28) 
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HEEG.) RTEA 
|, (ару?ах < |D.) + @, IG: В) 


«ug + C: оо + ПЕ ав]. 
利用 Young FAH m FAEK, 则 有 


1 
lleplizecoo < Cile oo + 1M GP Tgn 15 


注意 到 二 > 1 ( 当 p 一 g 时 定理 的 结论 是 显然 的 )， 算 子 对 是 强 


(= i) 型 的 (附录 4, Hardy-Littlewood 极 大 定理 的 推论 ), 于 


是 我 们 有 | 
Пар]екоо s& СЕП Їгїср,› + lflzecool: 
Xx fi а = ЕНЕН Б. 
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